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Erster Abschnitt. 

Punkte, gerade Linien nnd Ebenen 

im Ranme. 

JL Einleltnog. 

Die Geometrie beschäftigt sich mit der Auf- 
stellung und Untersuchung der Eigenschaften von 
Körpern, Flächen, Linien nnd Punkten; 
dabei werden die einzelnen Gebilde für sich und in 
Hinsicht auf ihre gegenseitigen Beziehungen zu ein* 
ander betrachtet. 

Bei allen diesen Gebilden kommt nur ihre räum- 
liche Ausdehnung und Gestalt in Betracht. 

Was im gewöhnlichen Leben ein Punkt heisst, ist 
kein solcher, sondern ein Körper oder eine Fläche oder 
eine Linie von sehr geringer Ausdehnung. 

Der mathematische Punkt dagegen besitzt 
keinerlei Ausdehnung. Er kann als unendlich 
kleiner Körper, unendlich kleine Fläche, un- 
endlich kleine Linie gedacht werden. 

Desgleichen hat die mathematische Linie 
nur eine Ausdehnung, eine Länge. Sie besteht aus 
einer einfachen, dichten Reihe unendlich vieler 
Punkte. Man lehrt so: In der Linie sind ein- 
fach unendlich yiele Punkte enthalten. 

Die mathematische Fläche aber ^ehnt sich 
nach zwei Richtungen aus. Sie besteht aus unendlich 
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fielen Linien, die hart nebeneinander liegen und keine 
Punkte miteinander gemeinschaftlich haben. In der ma- 
thematischen Fläche sind somit unendlich mal un- 
endlich viele Punkte enthalten; sie ent- 
hält zweifach unendlich viele Punkte. 

Der mathematische Körper endlich dehnt 
sich nach drei Richtungen aus. Er besteht aus unendlich 
vielen Flächen, die hart nebeneinander liegen und nicht 
zusammenfallen. Hieraus folgt: 

Im mathematischen Körper sind un- 
endlichmal unendlichmal unendlich viele 
Punkte enthalten; er enthält dreifach 
unendlich vielePunkte. 



Die Planimetrie ist derjenige Teü der Geo- 
metrie, welcher sich nur mit Gebilden beschäftigt, die 
in einer Ebene liegen. Die Stereometrie dagegen 
behandelt neben solchen ebenen Gebilden besonders die 
räumlichen. 

Die Gebilde, welche in der Stereometrie zunächst 
in Betracht kommen, sind: Der Punkt, die gerade 
Linie oder die Gerade und die Ebene. Auf ihre 
Eigenschaften möge etwas genauer eingegangen werden. 

Der Begriff des mathematischen Punkte^ ist schon 
oben festgestellt worden. 

Was die mathematischen Linien und Flächen an- 
belangt, so sind hier gewisse Unterschiede aufgestellt 
worden. Man unterscheidet zwischen geraden Li- 
nien oder Geraden und krummen (gekrümmten) 
Linien, zwischen ebenen Flächen oder Ebenen 
und gekrümmten Flächen. 

Die Vorstellung xind der Begriff der geraden Linie 
%g wohl ursprünglich durch die Kenntnis der Eigen- 
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Schäften emes gespannten Fadens erlang^ worden sein. 
Man denkt sich dabei den Faden sehr dünn (unendlich 
dünn)^ da nur die Länge des Fadens, nicht seine Dicke 
wesentlich ist. 

Die Eigenschaften eines solchen Fadens sind 
folgende: 

1. Er macht an jeder seiner Stellen auf unsere 
Gesichts- und Tastorgane denselben Eindruck^ d. h. die 
einzelnen Teile desselben sind unter sich kongruent, 
und dies ist der Fall, ob der Faden kurz oder lang ist. 
Auch kommt es nicht auf den Ort an, wo der Faden 
gespannt wird. 

2. Mau kann sich einen gespannten Faden denken, 
der sich ins Unendliche erstreckt. 

3. Zwischen zwei feste Punkte lässt sich nur ein 
Faden von ganz bestimmter, kürzester Länge spannen. 

Hieraus schliesst man: 

Es giebt Linien, gerade Linien oder Gerade ge- 
nannt, mit folgenden Eigenschaften: 

1. Die einzelnen Teile einer Geraden 
sind unter sich kongruent; eine Gerade 
lässt sich so in sich selbst verschieben, 
dass stetsvoll ständige Deckung vorhanden 
ist. (Dies ist auch der Fall beim Kreis und bei der 
Schraubenlinie.) 

Alle Geraden sind unter sich kon- 
gruent (nicht alleKreise undSchrauben- 
1 i n i e n). 

2. Die Geraden erstrecken sich ins Un- 
endliche, und weil sie sich in sich selbst ver- 
schieben lassen, so muss man annehmen, dass 



12 Punkte, gerade Linien und Ebenen im Räume. 

jede Gerade im unendlichen geschlossen ist 
und somit nur einen unendlich fernen Punkt 
besitzt. 

3. Eine Gerade ist durch zwei feste 
Funkte vollständig bestimmt. Sie verbin- 
det zwei Punkte auf dem kürzesten Weg. 

Anmerkung. Ob die Linien, die wir im gewöhn- 
lichen Leben als gerade Linien (z. B. Lichtstrahl) be- 
zeichnen, wirklich Gerade in dem angegebenen, soge- 
nannten Euklidischen Sinn sind, hat bis jetzt noch 
nicht festgestellt werden können. 

Aus den Eigenschaften der Geraden lassen sich 
diejenigen der Ebene ableiten. 

Man denke sich eine Gerade und ausserhalb dieser 
einen Punkt. Man verbinde diesen Punkt mit jedem 
Punkt der Geraden, dann entsteht eine Fläche, eine 
Ebene. 

Man kann sich nun weiter die erste Gerade um 
eine beliebige Strecke in sich selbst verschoben denken, 
während der Punkt seinen Ort nicht ändert. Führt 
man dann nochmals die angegebene Konstruktion einer 
Ebene aus, so erhält man keine neue Fläche. 

Aus diesen Betrachtungen ergeben sich folgende 
Eigenschaften der Ebene: 

1. Jede Ebene enthält zweifach unend- 
lich viele gerade Linien. 

2* Sie dehnt sich daher nach allen Bich- 
tungen hin ins Unendliche aus. 

3. JedeGerade, welche zwei Punkte mit 
einer Ebene gemeinschaftlich hat, liegt ganz 
in der Ebene. 
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4. Eine Ebene ist bestimmt: 

a) Durch einen Punkt und eine Gerade, 
welche nicht durch den Funkt geht. 

b) Durch zwei sich schneidende Gerade 
(durch zwei parallele Gerade). 

c) Durch drei Punkte, die nicht in einer 
Geraden liegen. 

5. Alle Ebenen sind kongruent. 

6. Jede Ebene lässt sich derart in sich 
selbst verschieben, dass stets vollständige 
Deckung vorhanden ist. 



B. Lehrsätze und Erkl&riiiigen^ welehe gerade 
Linien und Ebenen betreflfen« 

1. Lehrsatz und Erklärung. 

Eine Gerade hat mit einer Ebene nur 
einen Punkt gemeinschaftlich; eine Gerade 
schneidet eine Ebene nur in einem Punkt, 
dem Schnittpunkt. 

2. Erklärung. 

Fällt dieser Schnittpunkt ins Unendliche, so sagt 
man: Die Gerade und die Ebene sind parallel. In 
diesem Fall sagt man auch öfters, die Gerade und die 
Ebene schneiden sich nicht. 

3« Lehrsatz und Erklärung. 

Zwei Ebenen schneiden sich nach 
einer Geraden und nur nach einer, die 
Schnittgerade heisst. 

Denn würden sie sich nach zwei oder mehreren 
Geraden oder nach einer krummen Linie schneiden, so 
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könnte man durch drei Punkte, die niobit in derselben 
Geraden liegen, zwei nicht zusammenfallende Ebenen 
legen, was nicht möglich ist (vergl. Einleitung). 

4. Erklärung. 

Fällt die Schnittgerade zweier Ebenen ins Unend- 
liche (schneiden sich die beiden Ebenen nicht), so sagt 
man: Die beiden Ebenen sind parallel. 

5. Lehrsatz« 

Durch einen festen Punkt gehen zwei- 
fach unendlich viele gerade Linien. 

TJmgiebt man nämlich den Punkt mit einer (ge- 
schlossenen) Fläche y so kann man jeden Punkt der 
Fläche mit dem festen Punkt verbinden. Man erhält 
so zweifach unendlich viele Gerade. 

6. Lehrsatz. 

Es giebt im Baum vierfach unendlich 
viele Gerade. 

Man erhält nämlich alle, indem man jeden Punkt 
einer Ebene mit jedem Punkt einer anderen Ebene 
verbindet. Man erhält auf diese Weise vierfach un- 
endlich viele Gerade. 

?• Lehrsatz. 

Durch zwei Punkte oder durch deren 
Yerbindungsgerade kann man einfach un- 
endlich viele Ebenen legen. 

Alle diese Ebenen werden nämlich erhalten, indem 
man eine um die genannte Gerade dreht. 

8. Lehrsatz. 
Durch einen Punkt im Raum gehen zwei- 
fach unendlich viele Ebenen. 
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Man erhält nämÜcli alle^ indem man durch den 
festen Pnnkt und durch die zweifach unendlich vielen 
Geraden einer beliebigen Ebene Ebenen legt. 

9. Lehrsatz« 

Im Baum giebt es dreifach unendlich 
viele Ebenen. 

Da zwei Ebenen sich nur nach einer Geraden 
schneiden, so können alle Ebenen im Baume erhalten 
werden, indem durch jede der zweifach unendlich vielen 
Geraden einer beliebigen Ebene alle einfach unendlich 
vielen Ebenen gelegt werden. 

10. Erklärung. 

Zwei Gerade liegen in einer Ebene oder nicht. 
Liegen sie in einer Ebene, so schneiden sie sich im 
Endlichen oder im Unendlichen (oder nicht). Im letz- 
teren Fall sind beide Gerade parallel Zwei parallele 
Gerade liegen stets in einer Ebene. 

Kann man durch zwei Gerade keine Ebene legen, 

so nennt man sie windschiefe oder sich kreuzende 

Gerade. 

11. Lehrsatz und Erklärung. 

Drei Ebenen schnei- 
den sich im allgemeinen 
in einen Punkt, dem 
Schnittpunkt der drei 
Ebenen. In diesem Punkt 
laufen alle drei Schnittgeraden 
von je zwei Ebenen zusammen; 
in ihm schneidet die Schnitt- 
gerade zweier Ebenen die dritte ^"1?^ ^ 
Ebene (Figur 1). 
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Der Schnittpunkt dreier Ebenen kann auob ins 
Unendliche fallen. 

Dies ist der Fall: 

a) wenn zwei von den drei Ebenen parallel sind; 

b) wenn die Sohnittgerade zweier Ebenen parallel 
der dritten Ebene ist. 

In diesem Fall sind die drei Schnittgeraden der 
drei Ebenen unter sich parallel. Ferner ist die Schnitt- 
gerade je zweier Ebenen parallel der dritten Ebene 
(Figur 2 und 3). 






Fignr 2. 



Flgnr 8. 



Zusatz. 

Drei Ebenen können auch eine und dieselbe Ge- 
rade gemeinschaftlich haben. Fällt diese Gerade ins 
Unendliche, so sind die drei Ebenen unter sich parallel. 

Aus Satz 11, a folgt der weitere 

12« Lehrsatz. 

Zwei oder mehrere parallele Ebenen 
werden von einer weiteren Ebene nach pa- 
rallelen Geraden geschnitten. 
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13. Lehrsatz. 

Legt man durch eine Gerade, die paral- 
lel einer Ebene ist, Ebenen, welche die erste 
Ebene schneiden, so sind die Schnittgeraden 
unter sich parallel und parallel der ersten 
Geraden. 

Der Beweis folgt aus 11, b. 

14« Lehrsatz« 

Legt man durch zweiparallele Gerade 
je eine Ebene, so ist die eine Gerade pa- 
rallel der ander en E b ene; ferner ist die 
Schnittgerade der beidenEbenen paral- 
lel den beiden Geraden. 

Legt man nämlich durch die beiden parallelen Ge- 
raden eine dritte Ebene, so kommt Satz 11, b in An- 
wendung. 

15. Lehrsatz« 

Sind zwei oder mehrere Ebenen einer 
weiteren Ebene parallel, so sind sämt- 
liche Ebenen unter sich parallel. 

Denn schneidet man alle Ebenen durch eine be- 
liebige Ebene^ so sind alle Schnittgeraden parallel. Die 
Ebenen schneiden sich also niemals im Endlichen ; sie 
sind also gegenseitig parallel. 

16« Lehrsatz« 

Sind zwei Gerade g und g' parallel 
einer dritten g'^, so ist auchdieGerade g 
parallel der Geraden g'. 

Denn g und g'^, g^ und ^* liegen als parallele 
Gerade je in einer Ebene. Legt man nun durch einen 
Glaser, Stereometrie. 2 
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beliebigen Punkt von g' und durch g eine dritte 
Ebene^ so sind nach Satz 14 die drei entstehenden 
Schnittgeraden unter sich parallel; die durch den 
Punkt von g' gehende Schnittgerade aber muss mit g* 
zusammenfallen, weil man durch einen Punkt nur eine 
Parallele zu einer Geraden ziehen kann. Die Geraden 
Sy S^ S'' ^^^ somit unter sich parallel. 

17« Lehrsatz. 

Sind die Schenkel eines Winkels parallel 
den Schenkeln eines anderen Winkels, so 
sind die Ebenen der Schenkel parallel. 

Würden sich nämlich die Ebenen der beiden Schenkel 
im Endlichen schneiden, so müsste die Schnittgerade 
parallel zu beiden Schenkeln der beiden Winkel sein 
(Satz 14). Dies ist nicht möglich. Die Ebenen schneiden 
sich somit im Unendlichen; sie sind parallel. 

18. Lehrsatz« 

Sind die Schenkel 
eines Winkels parallel 
den Schenkeln eines an- 
deren Winkels und gleich 
gerichtet, so sind die 
Winkel gleich. 

Zum Beweis mache man 
in der Figur A B = D E , 
AC = DF, verbinde A mit D, 
B mit E, C mit F, dann sind 
ABEDundACFD Parallelo- 
gramme; folglich ist BE || AD 
Figur 4. und CF II AD. Nach Satz 16 
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ist dann auch B E || C F. Weil ferner die Ebene des 
Dreiecks ABC parallel der Ebene des Dreiecks 
DEF ist (Satz 17), so schneidet die Ebene durch BE 
und CF nach den parallelen Geraden BC und EF. 
Hieraus folgt, dass BCEF ein Parallelogramm ist. 
Daher ist BC=EF und AABC^A^EF und 
<BAC = <EDF (Figur 4). 



19« Lehrsatz* 

Steht eine Ge- 
radeauf zweisich 
schneidenden Ge- 
raden in deren 
Schnittpunkt senk- 
recht, so steht sie 

auch auf jeder 
anderen Geraden 
senkrecht, welche 
durch den Schnitt- 
punktin der Ebene 
der beiden Gera- Figur 6. 

den gezogen wird (Figur 5). 

Zum Beweis mache in der Figur OQ = OP und 
ziehe in der Ebene der beiden Geraden OA und OB 
durch die beliebige Gerade OC und die weitere 
Gerade AGB. Dann ist AP=AQ, BP = BQ, 
AB=AB; folglich ist ACAP^ACAQ und da- 
her <CAP=<CAQ. Da ferner AP = AQ und 
AC=AC ist. so ist AACP^ACQ; folglich ist 
CP=CQ. Da weiter OC = OC, OP = OQ ist, so ist 
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ACOP^COQ. Hieraus folgt, dass <COP=<COQ 
=B, ist. 

20* Erklärungr. 

Die Gerade P Q nennt man ein Lot der Ebene. 
Man sagt auch: die Gerade und die Ebene 
stehen senkrecht aufeinander. Den Schnitt- 
punkt des Lotes mit der Ebene nennt man den Fuss- 
punkt des Lotes. 

Aus Satz 19 folgt der weitere 

21« Lehrsatz« 

Dreht man einen rechten Winkel um den 
einen Schenkel, so beschreibt der andere 
eine Ebene, die auf dem ersten Schenkel 
senkrecht steht. Jeder Funkt des zweiten 
Schenkels beschreibt einen Kreis in dieser 
Ebene; weil er von dem festbleibenden Fusspunkt 
hei der Drehung immer gleich weit entfernt ist. 

22. Lehrsatz und Erklärung. 

Das Lot ist die kürzeste Entfernung eines 
Punktes von einer Ebene. 

Unter dem Abstand eines Punktes von einer 
Ebene versteht man das Lot vom Punkt ans auf die 
Ebene. 

Denn verbindet man den Punkt mit irgend einem 
Punkt der Ebene und letzteren mit dem Fusspunkt des 
Lotes, so entsteht ein rechtwinkliges Dreieck (Satz 19), 
in welchem die erste Verbindungslinie die Hypotenuse, 
das Lot eine der beiden Katheten ist. Die Kathete 
aber ist bekanntlich stets kleiner als die Hypotenuse. 
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23. Lehrsatz. 

In einem Punkt einer Ebene läset sich 
nur ein Lot errichten. 

Denn gäbe es zwei Lote, so könnte man durch 

sie eine Ebene legen, welche die erste Ebene nach einer 

Geraden schneidet. Diese Gerade müsste auf beiden 

Loten senkrecht stehen (Satz 19)^ was nicht möglich 

ist. Es gibt somit nur ein Lot in einem Funkte 

einer Ebene. 

24. Lehrsatz* 

Duroh einen Punkt einer Geraden lässt 
sich nur eine Ebene legen, welche auf der 
Geraden senkrecht steht» 

Denn gäbe es zwei Ebenen, so würde eine beliebige 
Ebene durch die Gerade die beiden Ebenen nach zwei 
Geraden schneiden, welche auf der ersten Geraden in 
demselben Punkt senkrecht stehen, was nicht möglich 
ist. Es giebt also nur eine Ebene, welche in einem ge* 
gebenen Punkt einer Geraden auf dieser senkrecht steht. 

25. Lehrsatz. 

Von einem Punkt ausserhalb einer Ebene 
lässt sich nur ein Lot auf die Ebene fällen. 

Denn gäbe es zwei, so könnte man durch sie eine 
Ebene legen, welche die erste Ebene schneidet. Dann 
würde aber ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln ent- 
stehen, was nicht möglich ist. Von einem gegebenen 
Funkt aus lässt sich somit nur ein Lot auf eine Ebene 

^'^^^^' 26. Lehrsatz. 

Es giebt nur eine Ebene^ welche auf einer 

Geraden senkrecht steht und durch einen 

» 

Punkt ausserhalb der Geraden geht. 
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Denn gäbe es zwei solcher Ebenen^ so würde 
wieder ein Dreieck mit zwei rechten Winkebi entstehen, 
wenn man durch die Gerade und den Punkt ausserhalb 
der Geraden die Ebene legen würde, oder es könnten 
in einem Punkt der Geraden (dem Fusspunkt des 
Lotes vom Punkt aus auf die Gerade) zwei Ebenen 
errichtet werden. Beides ist nicht möglich. Es giebt 
also nur eine Ebene der genannten Art. 

27« Lehrsatz« 

Steht eine Gerade auf zwei Ebenen senk- 
recht, so sind sie parallel. 

Denn eine beliebige Ebene durch die Gerade 
schneidet die beiden anderen Ebenen nach parallelen 
Geraden, weil nach Satz 19 die Gerade auf den beiden 
Schnittgeraden senkrecht steht. Die Ebenen können 
sich somit nicht im Endlichen schneiden; sie sind so- 
mit parallel. gg Lehrsatz. 

Steht eine Gerade auf der einen von 
zwei parallelen Ebenen senkrecht, so steht 
sie auch auf der anderen senkrecht. 

Denn eine beliebige Ebene durch die Gerade 
schneidet aus den beiden Ebenen parallele Gerade aus, 
die beide auf der ersten Geraden senkrecht stehen. 
Es stehen somit alle derartigen Schnittgerade auf der 
ersten Geraden senkrecht. Daher stehen auch beide 
Ebenen auf ihr senkrecht (Satz 19 und Erklärung 20). 

29. Lehrsatz* 
Ist von zwei Parallelen 1 und V die 
eine 1 ein Lot einer Ebene, so stehtauch 
die andere 1' aufdieserEbene senkrecht. 
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Man ziehe zum Beweis g || h, g^ || h' ; dann ist 
^(\g) =< (l'h) = Rund< (IgO = < (l'h') = R 
(Satz 18). Nach Satz 19 und Erklärung 20 steht somit 
die Gerade 1' senkrecht auf der Ebene (Figur 6). 




Flgnr 6. 

30. Lehrsatz. 

Stehen zwei Gerade auf einer Ebene 
senkrecht, so sind sie parallel. 

Wären sie nämlich nicht parallel, so könnte durch 
den Fusspunkt des einen Lotes die Parallele zum 
anderen Lot gezogen werden, die nach Satz 29 auf der 
Ebene senkrecht steht. Man hätte dann in einem 
Punkt einer Ebene zwei Lote, was nicht möglich ist 
(Satz 23). Das Lot und die Parallele fallen somit zu- 
sammen. Es folgt hieraus, dass alle Lote einer Ebene 
parallel sind. 

31. Lehrsatz und firklärnng. 

Die Lote zwischen zwei parallelen 
Ebenen auf diesen E ben e n sin d gl eich, 
und gleich dem Abstand dieser Ebenen. 

Legt man nämlich durch zwei beliebige Lote eine 
Ebene, was möglich ist, da die Lote parallel sind, so 
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schneidet diese mit den beiden parallelen Ebenen ein 
Bechteck aus^ in welchem die beiden Lote gegenüber- 
liegende Seiten sind. Es sind somit alle Lote gleich. 

32. Erklärung. 
Der Neigungswinkel zweier Ebenen wird 
gemessen durch den Winkel, welchen die beiden Lote 
einschliessen, die in einem beliebigen Funkt der 
Schnittgeraden beider Ebenen in diesen errichtet 
werden (Figur 7), 





Figur 7. 

Aus Satz 18 folgt, dass es gleichgültig ist, an 
welcher Stelle der Neigungswinkel gemessen wird. 

Ist der Neigungswinkel zweier Ebenen ein Rechter, 
so sagt man : Die Ebenen stehen senkrecht 
aufeinander. 

33. Lehrsatz. 

Stehen zwei Ebenen aufeinander 
senkrecht, so steht jedes Lot, das in der 
"^inen Ebene auf der Schnitt geraden der 
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Ebenen errichtet ist, senkrecht auf der 
anderen Ebene (Figur 8). 

Errichtet man nämlich im Fusspunkt des Lotes 
auch in der anderen Ebene auf der Schnittgeraden das 
Lot, so kommt Satz 19 in Anwendung. 




Figur 8. 

Leicht zu beweisen ist der folgende Satz: 

34. Lehrsatz« 

Legt man durch das Lot einer Ebene 
eine beliebige Ebene, so steht diese auf der 
ersten Ebene senkrecht (Figur 8). 

35. Lehrsatz, 

Stehen zwei Ebenen aufeinander senk- 
recht und steht auf der einen Ebene ein 
Lot; das mitder anderenEbene einenPunkt 
im Endlichen gemeinschaftlich hat, so liegt 
dieses Lot ganz in der anderen Ebene. 

Denn das Lot, das von dem genannten Funkt 

aus auf die Schnittgerade gefällt wird, bezw. in dem 

. Punkt auf der Schnittgeraden errichtet wird; steht nach 

Satz 33 auf der ersten Ebene senkrecht. Nach Satz 
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23 und 25 müssen daher diese Lote zusammenfallen« 
Das Lot liegt also ganz in der Ebene. 

Zusatz. 

Steht eine Ebene auf einer zweiten senkrecht, so 

sind alle Lote der einen Ebene parallel der anderen 

Ebene. 

36. Lehrsatz. 

Die Schnittgerade zweier Ebenen, die 
auf einer dritten Ebene senkrecht stehen, 
steht senkrecht auf dieser Ebene (Figur 9). 




Figur 9. 

Denn fällt man von einem beliebigen Punkt der 
Schnittgeraden aus das Lot auf die dritte Ebene, so 
muss dieses nach Satz 35 in beiden Ebenen liegen, 
d. h. die Schnittgerade ist ein Lot der Ebene. 

37. Erklärung. 

Unter der Projektion eines Punktes auf 
eine Ebene, Projektionsebene, B.iss genannt, 
versteht man den Fusspunkt des Lotes, das vom 
Punkt aus auf die Ebene gefällt wird. Das Lot selbst • 
heisst projicierendes Lot. 
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Unter der Projektion einer beliebigen 
geraden oder krummen Linie versteht man 
die Gesamtheit der Projektionen aller 
Punkte dieser Linien. 

38. Lehrsatz« 

Die Projektion einer Geraden auf eine 
Ebene ist eine Gerade oder ein Punkt. Der 
letzte Fall tritt ein, wenn die Gerade auf der Pro- 
jektionsebene senkrecht steht (Figur 10). 



Figur 10. 

Legt man nämlich durch zwei beliebige projicierende 
Lote eine Ebene (diese Lote sind nämlich parallel), 
so steht diese auf der Projektionsebene senkrecht 
(Satz 34) und enthält, weil sie die ganze Gerade 
enthält, nach Satz 35 auch alle übrigen pro- 
jicierenden Lote der Geraden. Diese Ebene heisst 
projicierende Ebene und schneidet die Projektions- 
ebene nach einer Geraden, die die Projektion der 
ersten Geraden ist. 

39. Erklärung. 

Unter dem Neigungswinkel einer Geraden 
gegen eine Ebene versteht man den spitzen Winkel, 
den die Gerade und ihre Projektion auf die Ebene 
einschliessen (Figur 10). 
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40« Lehrsatz. 

Steht eine Gerade auf einerEbene senk- 
recht und proj iciert man die Gerade auf 
eine zweite Ebene, so steht die Projektion 
auf der Schnittgeraden der beiden Ebenen 
senkrecht (Figur 11). 




Figur 11. 
Denn beide Ebenen stehen auf der projicierenden 
Ebene senkrecht (Satz 34, 36 und 38), folglich steht 
auch ihre Schnittgerade auf der projicierenden Ebene 
senkrecht (Satz 36), und somit steht auch die Pro- 
jektion der Geraden auf der Schnittgeraden senkrecht 
(Satz 19). 

C. Aufgaben. 

1. Wieviel Gerade lassen sich durch 5 [n] feste 

Punkte legen? 

.5.4 ,^ n(n— 1) 

Antwort: —^ = 1^5 ~^ö — - 

2. Wieviele Ebenen lassen sich durch 5 [n] be- 
liebige, feste Punkte legen? 

5.4.3 _ n(n-n) (n-2) 

Antwort: ^^-3 ~ l^i 172. T~' 
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3. Nach wieviel Geraden schneiden sich 6 [n] be- 
liebige, feste Ebenen? 

Antwort: In — — =15; in ^ — -» 

4. Wieviele Gerade giebt es , die 3 gegebene 
Gerade schneiden? 

Antwort: Einfach unendlich viele. 

Man erhält nämlich eine dieser Geraden, indem 
man durch einen beliebigen Punkt der ersten Geraden 
und durch die zweite Gerade eine Ebene legt, welche 
von der dritten Geraden in einem Punkt geschnitten 
wird, der mit dem ersten Punkt zu verbinden ist. 
Diese Konstruktion kann einfach unendlich oftmal 
vorgenommen werden. 

5. Durch einen gegebenen Punkt zu einer ge- 
gebenen Geraden die Parallele zu ziehen. 

Auflösung: Man lege durch den Punkt und die 
Gerade eine Ebene (Erkl. 10) und ziehe in ihr 
durch den Punkt die Parallele. 

6. Den Satz zu beweisen: Jede Gerade, die in 
der einen von zwei parallelen Ebenen liegt, ist 
parallel der anderen Ebene. 

7. Den Satz zu beweisen: Jede Gerade ist einer 
Ebene parallel; wenn sie einer Geraden der Ebene 
parallel ist. 

8. Satz: Ist eine Gerade zwei Ebenen parallel, so 
ist sie auch der Schnittgeraden der Ebene parallel. 

Anleitung zum Beweis: Man lege durch die 
Gerade und einen beliebigen Punkt der Schnittgeraden 
eine Ebene und berücksichtige B, Satz 13, 
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9. Sind zwei Ebenen parallel zwei anderen Ebenen, 
so sind auch ihre Schnittgeraden parallel. 

Anleitung zum Beweis: Man lege durch die eine 
Schnittgerade und einen beliebigen Punkt der anderen 
Schnittgerade eine Ebene und berücksichtige B, Satz 12. 

10. Zwei parallele Ebenen schneiden von parallelen 
Geraden gleiche Stücke ab. 

Beweis. 

Denn durch eine der parallelen Geraden und 
alle anderen Parallelen kann man Ebenen legen, welche 
die beiden ersten Ebenen nach Parallelen schneiden. 
Es entsteht dann eine £<eihe von Parallelogrammen, 
die alle eine Seite gleich haben. 

11. Wieviele Gerade giebt es, die durch einen 
gegebenen Punkt gehen und parallel einer Ebene sind? 
Und wo liegen die Parallelen? (B, 17 und C, 6.) 

12. Durch einen gegebenen Punkt eine Ebene 
zu legen, die einer gegebenen Ebene parallel ist. (B, 17). 

13. Durch eine Gerade eine Ebene zu legen, die 
einer zweiten Geraden parallel ist. 

Auflösung. Man ziehe durch einen Punkt der 
ersten Geraden die Parallele zur zweiten und lege 
durch diese beiden Geraden die verlangte Ebene. 
"Warum? 

14. Die Projektionen paralleler Geraden sind 
parallel ; ebenso die projicierenden Ebenen. 

Beweis. 

Denn die projicierenden Ebenen gehen durch die 

parallelen Geraden und durch projicierende Lote, die 

alle parallel sind. Nach Satz 17^ B sind somit alle 
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projicierenden Ebenen parallel und werden von der 
Projektionsebene nach parallelen Qeraden (B, 12), 
den Projektionen, geschnitten. 

15. Durch einen Punkt einer Geraden die zu der 
Geraden senkrechte Ebene zu legen. 

Auflösung. Man lege durch die Gerade zwei 
beliebige Ebenen und errichte in diesen Ebenen in 
dem Punkt auf der Geraden die Lote ; lege durch 
diese Lote die Ebene (B 19 und 20). 

16. Durch einen Punkt ausserhalb einer Geraden 
eine Ebene zu legen, die auf der Geraden senkrecht steht. 

Die Lösung ist ähnlich der in 0, 15. 

17. Den geometrischen Ort der Punkte zu finden, 
die von zwei gegebenen Punkten gleiche Entfernung 
haben. 

Auflösung. Man verbinde die beiden Punkte 
miteinander und errichte in der Mitte der Ver- 
bindungsgeraden die senkrechte Ebene, die Mittel- 
lotebene der Strecke zwischen den beiden 
Punkten. 

18. Von einem Punkt ausserhalb einer Ebene aus 
auf die Ebene das Lot zu fällen. 

Auflösung. Man lege durch den Punkt eine beliebige 
Ebene, die die gegebene Ebene schneidet, fälle von 
dem Punkt aus auf die Schnittgerade das Lot und 
errichte im Fusspunkt dieses Lotes auf der Schnitt- 
geraden und in der gegebenen Ebene das Lot und 
lege durch diese beiden Lote eine dritte Ebene. In 
dieser Ebene fälle nun auf die zweite Schnittgerade 
vom gegebenen Punkt aus das Lot. Für den Beweis 
kommt in Betracht B, 19 und 33. 
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19. In einem gegebenen Punkt einer Ebene das 
Lot zu errichten. 

Auflösung. Man schneide die gegebene Ebene 
mit einer beliebigen zweiten und fälle vom gegebenen 
Punkt aus auf die Schnittgerade das Lot ; ferner errichte 
man im Fusspunkt dieses Lotes und in der zweiten Ebene 
auf der Schnittgeraden das Lot; durch die beiden 
Lote lege man eine Ebene. In dieser Ebene nun er- 
richte auf dem ersten Lot ein drittes in dem gegebenen 
Funkt. Dieses Lot ist dann das verlangte. Der Be- 
weis ist ähnlich dem in Nr. 18. 

20. Durch eine gegebene Gerade eine Ebene zu 
legen, welche auf einer gegebenen Ebene senkrecht steht. 

Auflösung. Man fälle von einem beliebigen Punkt 
der Geraden aus das Lot auf die Ebene und lege 
durch dieses Lot und die Gerade die Ebene; dann ist 
diese Ebene die verlangte (B, 34). 

21. Den geometrischen Ort der Punkte zu finden, 
die von zwei gegebenen Ebenen gleiche Entfernung 
haben. 

Auflösung. Der gesuchte Ort ist eine Ebene, 
Medianebene genannt, welche den Neigungswinkel 
der beiden Ebenen halbiert. Man halbiere also einen 
der gleichen Neigungswinkel und lege durch diese 
Halbierungslinie und die Schnittgerade die Ebene; 
dann ist diese Ebene die gesuchte Medianebene. 

22. Zwei parallele Ebenen haben gegen eine dritte 
Ebene dieselbe Neigung. 

Zum Beweis schneide man die drei Ebenen mit 
einer vierten, die auf der dritten Ebene und auf den 
Schnittgeraden der beiden parallelen Ebenen mit der 
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dritten senkrecht steht. In dieser vierten Ebene liegen 
dann die gleichen Neigungswinkel der parallelen Ebene 
gegen die dritte. 

23. Wieviele Gerade giebt es, die durch einen 
gegebenen Punkt gehen und gegen eine gegebene 
Ebene dieselbe Neigung haben, und wie erhält man 
diese Gerade? 

Auflösung. Es giebt einfach unendlich viele. 
Man erhält alle verlangten Gerade, indem man aus 
dem Lot, das vom Punkt aus auf die Ebene zu fällen 
ist, und aus dem gegebenen Neigungswinkel ein recht- 
winkeliges Dreieck konstruiert und dieses Dreieck um 
das Lot dreht. Die Hypotenuse und die zweite 
Kathete des Dreiecks schliessen dann den gegebenen 
Neigungswinkel ein. 

24. Die Gerade zu finden^ die auf zwei windschiefen 
Geraden senkrecht steht. 

Auflösung. Man lege durch die eine Gerade eine 
Ebene, die der zweiten Geraden parallel ist. Dann 
projiciere man die zweite Gerade auf diese Ebene. Die 
Projektion der Geraden schneidet dann die erste Ge- 
rade in einem Punkt; in diesem Punkt errichte man 
das Lot auf der Ebene. Dann ist dieses Lot die ver- 
langte Gerade. Das Stück der Geraden, das zwischen 
den beiden windschiefen Geraden liegt, heisst die Ent- 
fernung der beiden Geraden. 

25. Alle Gerade, die durch einen festen Punkt 
gehen und von zwei oder mehreren parallelen Ebenen 
geschnitten werden, werden von diesen Ebenen nach 
demselben Verhältnis geteilt. 

Glaser, Stereometrie. 3 
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Zweiter Abschnitt. 

Flächen und Körper. 

A. Allgemeines. 

Jeder Körper ist von einer Fläche, Oberfläche 
genannt, begrenzt. Die Oberfläche eines Körpers kann 
aus lauter ebenen Vielecken bestehen; dann heisst der 
Körper ein ebenflächiger Körper oder ein Poly- 
eder. Ist die Oberfläche eines Körpers nur teilweise 
eben oder überall gekrümmt; so heisst der Körper 
ein krumm flächiger Körper oder ein Körper 

mit krummer Oberfläche. 



Zwei Körper sind kongruent, wenn ihre Ober- 
flächen zur Deckung gebracht werden können. 

Zwei Körper oder zwei Gebilde sind symme- 
trisch; wenn sie in eine solche Lage gebracht werden 
können; dass immer zwei Punkte des Gebildes in Be- 
zug auf eine Ebene symmetrisch sind, d. h. dass 
immer je zwei Punkte, die auf verschiedenen Seiten 
einer Ebene liegen, von dieser Ebene, der Symme- 
trieebene, gleiche Entfernung haben und auf dem- 
selben Lot der Ebene liegen. Rechte und linke Hand 
sind angenähert symmetrische Körper; ein Gebilde 
und sein Spiegelbild sind gegenseitig symmetrisch. 

Man unterscheidet weiter noch zwischen einer 
Symmetrie in Bezug auf einen Punkt und eine solche 
in Bezug auf eine Gerade. 
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Die Symmetrie in Bezug auf einen 
Funkt liegt vor^ wenn zwei Gebilde in eine solche 
Lage gebracht werden können, dass alle Strecken, 
welche zwei Funkte der Grebilde, die sich entsprechen, 
verbinden, durch einen Funkt, den Symmetrie« 
punkt^ gehen und in ihm halbiert werden. 

Die Symmetrie ia Bezug auf einen Funkt stimmt 
mit derjenigen in Bezug auf eine Ebene überein. 
Denn legt man durch den Symmetriepunkt eine be- 
liebige Gerade und dreht um sie als Drehachse das 
eine Gebilde um 180^, so geht es in eine zu dem 
anderen Gebilde in Bezug auf eine Ebene symmetrische 
Lage über. Diese Ebene steht senkrecht auf der 
Drehachse im Symmetriepunkt. Hiervon überzeugt 
man sich leicht, wenn man sich diese Drehung bei 
einem Punkte vorgenommen denkt (I, B, 19). 

Zwei Gebilde sind in Bezug auf eine 
Gerade symmetrisch, wenn sie sich in eine solche 
Lage bringen lassen, dass immer die Verbindungslinien 
zweier Funkte der Gebilde, die zusammengehören, 
auf einer Geraden, der Symmetrieachse, senk- 
recht stehen und von letzterer halbiert werden. 

Die Symmetrie in Bezug auf eine Gerade stimmt 
mit der Kongruenz der Gebilde überein; denn dreht 
man das eine Gebilde um die Symmetrieachse um 
180^ so kommt es mit dem anderen zu Deckung, weil 
immer zwei sich entsprechende Funkte zusammenfallen. 



Bei den Folyedern spricht man von Flächen, 

Kanten, Ecken, Diagonalen und einem Netz. 

Die Flächen sind, wie oben erwähnt wurde, die 
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ebenen Vielecke, die die Oberfläche des Polyeders zu- 
tsämmensetzen. 

Wo zwei ebene Vielecke der Oberfläche mit ihren 
Seiten zusammenstossen, entsteht eine Kante. 

Eine Ecke entsteht, wo drei oder mehrere Flächen 
und zugleich auch Kanten in der gleichen Anzahl in 
einem Funkte, der Ecke, zusammentreffen. 

Eine Diagonale verbindet zwei Ecken, die 
nicht in derselben Fläche liegen. 

Die Oberfläche eines jeden Polyeders lässt sich 
längs eines Kantenzuges oder auch längs mehrerer 
solcher Z^ge derart aufschneiden, dass man sie in 
einem Stück oder auch in mehreren in die Ebene aus- 
breiten kann. 

Die Oberfläche eines Polyeders, in die Ebene aus- 
gebreitet, bildet sein Netz. 

Ist das Netz eines Körpers gegeben, so kann man 
aus ihm den Körper selbst herstellen und auch den 
zu ihm symmetrischen Körper. Man kann nämlich 
auf zwei Arten die Flächen um die Kanten drehen. 

Hier mögen nur diejenigen Polyeder betrachtet 
werden, deren Oberfläche sich in einem Stück in die 
Ebene ausbreiten lässt (Euler *sche Polyeder). 

Zwischen der Anzahl der Flächen, Kanten und 
Ecken dieser Polyeder besteht eine Beziehung. Ist 
nämlich F die Anzahl der Flächen, K die Anzahl 
der Kanten und E die der Ecken, so ist: 

F + E = K + 2 (Euler'scher Satz). 

Man denke sich nämlich die Oberfläche des Poly- 
eders nach einem Kantenzug aufgeschnitten, so dass 
man sie in die Ebene ausbreiten kann. 
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Man hat dann nach E — 1 Kanten aufzuschneiden. 
Sobald man nach einer weiteren Kante aufschneidetf 
zerfallt das Netz in zwei Stücke. Man kommt so zu 
dem Schluss, dass es F — 1 weitere Kanten giebt. 
Die Gesamtzahl der Kanten ist somit: 

K = E — 1 + F — 1=F+E — 2; 
hieraus folgt: F+E = K + 2. 

Im folgenden mögen nur die wichtigsten Körper 
und Flächen betrachtet werden. 



B. Das Prisma uod der Gylinden 

Zieht man durch alle Ecken eines ebenen Viel- 
ecks Parallelen, die nicht in der Ebene des Vielecks 
liegen; legt man femer durch je zwei aufeinander 





Figur 12. Figur 18. 

folgende Parallele eine Ebene und schneidet diese 
Ebenen durch eine Ebene, die der Ebene des Viel- 
ecks parallel ist, so erhält man einen allseitig be- 
Trenzten Körper, der Prisma heisst. Das Prisma 
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ist ein Polyeder, da es von lauter ebenen Vielecken 
begrenzt ist (Figur 12 und 13). 

Geht das Vieleck in eine krumme Linie über^ 
so führt der Körper don Namen Cylinder. Der 
CyKnder ist ein krummflächiger Körper. 

lin folgenden mögen das Prisma und der Cylinder 
besonders behandelt werden. 

a* Das Prisma« 

Die beiden parallelen ebenen Flächen heissen die 
Grundflächen des Prismas — (man spricht zuweilen 
Yon einer oberen und unteren); die übrigen Flächen 
heissen Seitenflächen. 

Die Seiten der Grundflächen heissen die Grund- 
kanten des Prismas, die übrigen Kanten sind seine 
Seitenkanteu. 

Die Entfernung der beiden Grundflächen von ein- 
ander heisst die Höhe des Prismas. 

Die Seitenflächen eines Prismas sind Parallelo- 
gramme und die beiden Grundflächen kongruente 
Vielecke. Alle Seitenkanten des Prismas sind gleich 
lang (I, C, 10). 

Die Kongruenz der Grundflächen wird bewiesen 
mittelst der Sätze in I, B, 12 und 18. 

Ein Prisma heisst ein n-seitiges, wenn es 
n-Seitenilächen hat, wenn also seine Grundflächen 
n-Ecke sind. 

Jeder Parallelsohnitt, d. h. jeder ebene Schnitt 
parallel den Grundflächen ist den Grundflächen kon- 
gruent; denn er bildet die obere und die untere 
Grundfläche zweier neuer Prismen. 
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Unter einem Querschnitt versteht man einen 
ebenen Schnitt, der senkrecht zu den Seitenkanten ist. 
Alle Querschnitte sind kongruente Vielecke. 

Schneidet man ein Prisma durch eine beliebige 
Ebene, welche alle Seitenkanten schneidet, so wird 
das Prisma in zwei schief abgeschnittene Pris- 
men zerlegt. 

Stehen bei einem Prisma die Seitenkanten auf 
den Grundflächen senkrecht, so heisst es ein senk- 
rechtes Prisma, im Gegensatz zum schiefen Prisma. 
Beim senkrechten Prisma sind die Seitenflächen Kecht- 
ecke, und die Höhe ist gleich den Seitenkanten. 

Eine Ebene, die durch zwei, nicht benachbarte 
Seitenkanten gelegt wird, heisst eine Diagonal- 
ebene; sie schneidet das Prisma in einem Parallelo- 
gramm. 

Ein reguläres Prisma ist ein senkrechtes, dessen 
Grundflächen reguläre Vielecke sind. Unter der 
Achse des regulären Prismas versteht man die Ver- 
bindungslinie der Mittelpunkte der Grundflächen. Die 
Achse ist parallel den Seitenkanten und steht auf den 
Grundflächen senkrecht. 

Die schiefen Prismen besitzen kein besonders ein- 
faches Netz. Einfach ist das Netz der senkrechten 
Prismen. 

Man denkt sich bei letzteren die Oberfläche längs 
einer Seitenkante und an den Grundflächen längs den 
Grundkanten mit Ausnahme von je einer aufgeschnitten. 
Alle Seitenflächen zusammen breiten sich dann in die 
Ebene als ein Bechteck aus, dessen eine Seite gleich 
den Seiten kanten ist und dessen andere Seite gleich 



B. Das Prisma nnd der Cylinder. 



41 



dem IJmfang der Grundfläche ist. Zu dem Bechteck 
kommen noch die beiden Grrondflächen hinzu. 




\ 



\ I . 




Figur 14. 

Ein Prisma, dessen Grundflächen Parallelogramme 
sind, heisst ein Parallelflach (auch Parallel- 
epipedon). Alle seine sechs Flächen sind Parallelo- 
gramme; je zwei gegenüberliegende Parallelogramme 
sind kongruent und parallel und können als Grund- 
flächen des Prismas angesehen werden (Figur 14). 

Die vier Diagonalen eines Parallelflaches schneiden 
sich in einem Punkt. Dieser Satz wird bewiesen, 
indem man die Diagonalschnitte betrachtet, in welchen 
die Diagonalen liegen. 




Figur 16. 
Der Quader ist ein senkrechtes Parallelflach« 
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Alle seine 6 Flächen sind Bechtecke; seine 4 Diago- 
nalen sind gleich lang (Figur 15). 

Der Würfel ist ein Quader, dessen Kanten 
gleich lang sind. Alle seine 6 Flächen sind kon- 
gruente Quadrate. 

b. Der Cylinder. 

Die Entstehungsweise des CyÜnders ist oben be- 
sprochen worden. 

Den Grundflächen des Prismas entsprechen die 
Grundflächen des Cylinders. 

Die Parallel schnitte den Cylinders sind den 
Grundflächen kongruent. 

Die M a n t e 1 1 i n i e n des Cy] inders entsprechen den 
Seitenkanten des Prismas. Alle Mantellinien des 
Cylinders sind gleich lang. Alle zusammen bilden die 
krumme Oberfläche des Cylinders, seinen Mantel. 

Unter der Höhe des Cylinders vorsteht man den 
Abstand der beiden Grundflächen. 

Der Mantel eines Cylinders lässt sich in die 
Ebene ausbreiten, wenn man ihn längs einer Mantel- 
linie und längs der Grundflächen aufschneidet. 

Schneidet man einen Cylinder mit einer Ebene, 
welche alle Mantellinien schneidet, so entstehen zwei 
schief abgeschnittene Cylinder. 

Ein ebener Schnitt, der zu den Mantellinien senk- 
recht ist, heisst ein Querschnitt, des Cylinders. 
Alle Querschnitte sind kongruent. 

Ein Cylinder heisst im Gegensatz zum schiefen 
Cylinder ein senkrechter, wenn seine Mantellinien 
auf den Grundflächen senkrecht stehen. 
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Der Mantel eines solchen Cylinders breitet sich 
in die Ebene als Bechteck aus, dessen eine Seite 
gleich der Mantellinie des Cylinders ist; die andere 
Seite ist gleich dem Umfang der Grundfläche. 

Von besonderer Bedeutung ist der senkrechte 
Kreiscylinder. Seine Grundflächen sind Kreise. 
Er heisst oft kurz „Cylinder". 

Die Achse des „Cylinders" verbindet die Mittel- 
punkte der beiden Grundkreise und steht auf diesen 
senkrecht. 

Ein „Cylinder« wird erzeugt, indem man ein 
Kechteck um eine seiner Seiten als Achse dreht. 

Ein Schnitt mit einer Ebene durch die Achse 
heisst Achsenschnitt; dieser ist ein E.echteck. 

Jede Ebene, die parallel den Mantellinien eines 
beliebigen Cylinders ist, schneidet seinen Mantel nur 
nach Mantellinien. 

Kommt es vor, dass zwei solche Mantellinien zusammen- 
fallen, so sagt man: die Ebene berührt den Cylinder 
längs der Mantellinie. Die Ebene selbst heisst 
Berührungsebene. Jede Gerade, die in einer 
Berührungsebene liegt, berührt auch den Cylinder und 
heisst eine Tangente des Cylinders. 

Man erhält eine beliebige Berührungsebene des 
senkrechten Kreiscylinders, indem man durch eine 
beliebige Mantellinie und die Achse eine Ebene legt 
und durch die Mantellinie eine zweite Ebene, die auf 
der ersten senkrecht steht.. Diese zweite Ebene ist 
dann eine Berührungsebene. 
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C. Die Pyramiile and der Kegrel. 

Verbindet man alle Ecken eines ebenen Vielecks 
durch Gerade mit einem Punkt ausserhalb der Ebene 
des Vielecks und legt durch je zwei benachbarte Ver- 
bindungslinien eine Ebene, so erhalt man ebene Flächen, 
die einen Körper begrenzen, welcher Pyramide heisst 
(Figur 16 und 17). 





Figur 16. Figur 17. 

Geht das Vieleck in eine krumme Linie über, 
so führt der Körper den Namen Kegel. 

Das ebene Vieleck heisst die Grundfläche der 
Pyramide; auch beim Kegel spricht man von der 
Grundfläche. 

Die Seitenflächen der Pyramide sind lauter 
Dreiecke. Wo zwei solche Dreiecke zusammenstossen, 
entsteht eine Seitenkante. 

Die Kanten an der Grundfläche heissen die 
Grundkanten. 

Den Seitenkanten der Pyramide entsprechen beim 
Kegel seine Mantellinien. Alle Mantellinien bilden 
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die krumme Oberfläche des Kegels, welche der 
Mantel heisst. 

Der Punkt, durch den alle Seitenkanten, be- 
ziehungsweise alle Mantellinien der Pyramide oder des 
Kegels hindurchgehen, heisst die Spitze der Pyramide 
oder des Kegels. Die Entfernung der Spitze von der 
Grundfläche heisst die Höhe der Pyramide oder des 
Kegels. 

Eine Pyramide heisst n-seitig; wenn sie 
n - Seitenflächen besitzt, wenn also die Grundfläche ein 
n-Eck ist. 

Eine Pyramide ist eine reguläre, wenn ihre 
Grundfläche ein reguläres Vieleck ist und ihre Spitze 
auf dem Lot liegt, das im Mittelpunkt des Vielecks 
auf seiner Ebene errichtet ist. 

In einer regulären Pyramide sind alle Grund- 
kanten gleich, ebenso alle Seitenkanten. Alle Seiten- 
kanten haben gleiche Neigung gegen die Grundfläche. 
Die Seitenflächen sind lauter gleichschenkelige Drei- 
ecke, deren Ebenen gegen die Grundfläche dieselbe 
Neigung haben. 

Durch einen Parallel schnitt, d. h. durch einen 
Schnitt mit einer Ebene, die der Grundfläche einer 
Pyramide oder eines Kegels parallel ist, zerfallen diese 
Körper in zwei Teile. Der eine Teil ist wieder eine 
Pyramide oder ein Kegel und heisst eine Er- 
gänzungspyramide bezw. ein Ergänzungs- 
kegel. Der andere Teil ist eine abgestumpfte 
Pyramide, bezw. ein abgestumpfter Kegel (Figur 18). 

Der Parallelschnitt ist die zweite Grundfläche der 
abgestumpften Pyramide oder des abgestumpften Kegels. 
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Er ist der Omndfläche ähnlich (der Beweis hierfür 
gründet sich auf I, B, 12 und 18 und I, C, 25). 



• • • • 

• • • • 




Figur 18. 

Unter der Höhe dieser ahgestumpften Körper 
versteht man den Abstand der beiden Grundflächen. 

Bei der abgestumpften Pyramide spricht man 
ebenfalls von Seitenflächen (sie sind Trapeze) und 
von Seiten- und Grundkanten. 

Die Seitenflächen der Pyramide und der Mantel 
des Kegels lassen sich in einem Stück in die Ebene 
ausbreiten. Dasselbe gilt für die abgestumpfte Pyra- 
mide und den abgestumpften Kegel. Man denke sich 
hier die Oberfläche nach dem Umfang der Grund- 
flächen aufgeschnitten^ ferner noch nach einer Seiten- 
kante oder nach einer Mantellinie; dann gelingt die 
Ausbreitung in die Ebene. 

Von besonderer Wichtigkeit ist derjenige Kegel, 
dessen Grundfläche ein Kreis ist und dessen Spitze 
senkrecht über dem Mittelpunkt dieses Kreises liegt. 
Dieser Kegel heisst meist kurz „Kegel". 
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Der „Kegel ^ entsteht neben anderen Erzeugungs- 
arten durch Drehung eines rechtwinkeligen Dreiecks 
um eine seiner Katheten. Hieraus folgt, dass alle 
Mantellinien des „Kegels" gleich lang sind. 

Der Mantel des Kegels breitet sich in die Ebene 
als Kreisausschnitt aus, dessen E*adius gleich der 
Mantellinie und dessen Bogen gleich dem Umfang der 
Grundfläche des Grundkreises ist. 

Die Ausbreitungsfigur eines „abgestumpften Kegels" 
ist ein Kreisringausschnitt. Die Dicke des 
Ringes ist gleich der Mantellinie des Kegels; die 
beiden Kreisbögen sind gleich den Umfangen der beiden 
Grundkreise. 

Schneidet man den Mantel eines beliebigen Kegels 
mit einer Ebene, welche durch seine Spitze geht, so 
erhält man als Schnittfigur nur Mantellinien, 

Es kann vorkommen, dass hierbei zwei Mantel- 
linien zusammenfallen. Dann sagt man: die Ebene 
berührt den Kegel längs einer Mantellinie. Die 
Ebene heisst dann eine Berührungsebene des 
Kegels. Jede Gerade, welche in einer Berührungs- 
ebene liegt, berührt aach den Kegel und heisst eine 
Tangente des Kegels. 

Um eine beliebige Berührungsebene eines Kegels 
zu erhalten, kann mau so verfahren: Man ziehe an 
die Grundfläche eine beliebige Tangente, verbinde den 
Berührungspunkt mit der Spitze des Kegels und lege 
durch diese beiden Geiaden eine Ebene. Diese Ebene 
ist dann eine Berührungsebene. 

Eine Ke[,^elflächo ist nicht durch Grundflächen 
abgeschlossen; bei ihr erstrecken sich die Mantellinien 
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ins Unendliche und zwar von der Spitze aus nach 
zwei Seiten. 

D« Das Prismatoid. 

Ein Prismatoid entsteht, wenn man die Ecken 
zweier beliebigen, in parallelen Ebenen liegenden Viel- 
ecke gegenseitig so verbindet, dass ebene Vielecke 
(meistens sind es Dreiecke) entstehen, welche mit den 
beiden ersten Vielecken einen Körper begrenzen (Figur 19). 




Figur 19. 

Die beiden Vielecke in den parallelen Ebenen 
heissen die Grundflächen des Prismatoids, die 
übrigen Flächen die Seitenflächen. 

Unter der Höhe versteht man den Abstand der 
beiden Grundflächen. 

Ein Parallelschnitt ist ein Schnitt mit einer 
Ebene parallel den Grundflächen. Der Parallelschnitt 
durch die Mitte der Höhe heisst der Mittelschnitt 
des Prismatoids. 
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Eine oder beide Grundflächen können auch in 
ebene Flächen mit krummer Begrenzung übergehen ; 
dann kann man den Körper Cylindroid nennen. 

Eine oder beide Grundflächen eines Prismatoids 
können auch zu einer Linie oder zu einem Funkt zu- 
sammenschrumpfen. So ist z. B. die Pyramide und der 
Kegel ein Prismatoid. 

Auch das Prisma, die abgestumpfte Pyramide und 
der abgestumpfte Kegel gehören zu den Prismatoiden ; 
ebenso ein schief abgeschnittenes dreiseitiges Prisma, 
bei welchem eine Grundfläche zu einer Geraden zu- 
sammengeschrumpft ist; als zweite Grundfläche ist die 
gegenüberliegende Seitenfläche anzusehen. 



E. Die ümdrehnngsflächen und Umdrehangs- 

korpen 

Dreht man irgend eine ebene Linie um eine Ge- 
rade, um eine Achse, die in der Ebene der Linie 
liegt, bis sie wieder in ihre ursprüngliche Lage zurück- 
kehrt, so wird eine krumme Fläche erzeugt, die TJm- 
drehungs fläche heisst. 

Eine ümdrehangsfläche begrenzt einen Um- 
drehungskörper« Zur vollständigen Begrenzung 
eines ümdrehungskörpers können allerdings noch eine 
oder zwei (parallele) Kreisflächen hinzukommen. 

Bei der Drehung einer ebenen Linie um eine 
Achse beschreibt jeder ihrer Punkte einen Kreis, dessen 
Ebene zur Achse senkrecht steht (I, B, 21). Da die 
Ebenen aller dieser Kreise parallel sind, so werden 
die Kreise selbst Parallelkreise genannt. 

Glaser, Stereometrie. 4 
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Die sich drehende Linie bildet in jeder ihrer 
Lagen einen Meridian. 

Unter einem Achsenschnitt versteht m an 
einen Schnitt mit einer Ebene, die durch die Dreh- 
achse geht. Ein Achsenschnitt enthält den Meridian 
doppelt; der eine Teil desselben ist in Bezug auf die 
Achse symmetrisch zu dem anderen. 

Dreht man mit der Linie eine Tangente der 
Linie, so erzeugt diese Tangente einen Kreiskegel, 
welcher die TJmdrehungsfläche längs eines Kreises bt5- 
rührt und Beruh rungs^^kegel heisst. Eine Ebeno, 
welche diesen Kegel berührt, berührt auch die Um- 
drehungsfläche und heisst eine Berührungsebene 
des Umdrehungskörpers. 




Figur 20. Die Kugel nnd ihre Teile. 



Oben wurden schon genauer behandelt der Um- 
drehungscylinder, der Umdrehungskegel und der ab- 
gestumpfte Umdrehungskegel. 
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Eine weitere wichtige Umdrehungsfläche und ein 
Umdrehungskörper ist die Kugel (Figur 20). 

Eine Kugelfläche entsteht, wenn ein Halbkreis sich 
um seinen Durchmesser dreht, bis er wieder in seine 
Anfangslage zurückkehrt. Kugelfläche heisst die 
Oberfläche der KugeL Aus dieser Erzeugungsweise 
der Kugelfläche folgt, dass jeder Punkt der 
Fläche von einem festen Punkt, dem Mittelpunkt 
der Kugel, gleiche Entfernung hat. Diese Entfernungen 
heissen die Halbmesser oder Radien der Kugel ; 
sie sind alle gleich und gleich dem Badius des er« 
zeugenden Halbkreises. Unter einem Durchmesser 
einer Kugel versteht man das Stück einer beliebigen 
Geraden durch den Mittelpunkt, welches zwischen den 
beiden Schnittpunkten mit der Oberfläche liegt. Alle 
Durchmesser einer Kugel sind gleich und gleich dem 
doppelten Hadius. 

Jede Ebene^ welche eine Kugel schneidet, schneidet 
aus ihr einen Kreis aus. Denn fällt man vom 
Mittelpunkt der Kugel aus auf die Ebene das Lot, 
und verbindet man irgend einen Punkt der Kugel- 
oberfläche mit dem Mittelpunkt und dem Fusspunkt 
des Lotes, so entsteht ein rechtwinkeliges Dreieck ; alle 
auf diese Weise entstehenden rechtwinkeligen Dreiecke 
aber sind kongruent, weil sämtliche in der Hypotenuse 
(Radiufl) und einer Kathete (Lot) übereinstimmen. 
Jeder Punkt der Schnittlinie hat somit vom Fusspunkt 
des Lotes gleiche Entfernung. Die Schnittlinie ist 
daher ein Kreis. 

Ein ebener Schnitt zerlegt die Kugel in zwei 
Kugelabschnitte oder Kugelsegmente. Die 
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Oberfläche eines Kugelabschnittes heisst Kugelkappe, 
Kugelhaube. Ebene Schnitte, die durch den Mittel- 
punkt einer Kugel gelegt werden, teilen diese in zwei 
Halbkugeln. 

Die Schnittfigur ist hier ein grösster Kreis 
der Kugel, ein Grosskreis. Die übrigen ebenen 
Schnitte sind ihre Kleinkreise. 

Zwei Farallelkreise begrenzen eine Kugelzone. 

Ein „Kegel", dessen Spitze im Mittelpunkt einer 
Kugel liegt, schneidet aus dieser einen Kugelaus- 
schnitt oder Kugel Sektor aus. 

Eine Gerade kann eine Kug^l nur in zwei Punkten 
schneiden. Denn eine beliebige Ebene durch die Ge- 
rade schneidet die Kugel nach einem Kreis, in welchem 
die Gerade Sekante ist. Eine Sekante schneidet aber 
einen Kreis nur in zwei Punkten. Fallen die beiden 
Schnittpunkte einer Geraden mit einer Kugel zu- 
sammen, dann ist die Gerade eine Tangente der 
Kugel und der gemeinschaftliche Punkt ein Be- 
rührungspunkt. 

Eine Gerade^ die eine Kugel schneidet, heisst eine 
Sekante der Kugel; geht diese Gerade durch den 
Mittelpunkt der Kugel, so heisst sie Centrale. Das 
innerhalb einer Kugel liegende Stück einer Sekante 
heisst eine Sehne der Kugel. 

Der Badius, der den Mittelpunkt einer Kugel mit 
dem Berührungspunkt einer Tangente verbindet, steht 
auf letzterer senkrecht. Denn die Tangente einer 
Kugel ist auch Tangente des Grosskreises, dessen 
Ebene durch die Tangente geht. 

An eine Kugel lassen sich in einem Punkt ihrer 
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Oberfläche unendlich viele Tangenten legen ; alle stehen 
auf dem Badius nach dem Berührungspunkt senkrecht 
und liegen somit in einer zu diesem Radius senkrechten 
Ebene. Diese Ebene heisst eine Berührungsebene 
der Kugel. Der Berührungspunkt der unendlich vielen 
Tangenten ist auch der Berührungspunkt der 
Berührungsebene. 

Von einem beliebigen, aber festen Punkt ausser- 
halb einer Kugel können an diese unendlich viele 
Tangenten gezogen werden. Sämtliche Tangenten bis 
zu ihren Berührungspunkten bilden die Mantellinien 
eines „Kegels '', des Berührungskegels. 

Man denke zieh nämlich eine Tangente von dem 
festen Funkt aus an die Kugel gezogen und den 
Mittelpunkt mit dem Berührungspunkt und dem festen 
Punkt verbunden. Dann entsteht ein rechtwinkeliges 
Dreieck. Dreht man dieses Dreieck um seine Hypo« 
tenuse (die Centrale), so erhält man alle übrigen Tan- 
genten. Der Berührungspunkt beschreibt bei der 
Drehung einen Kreis, dessen Ebene auf der Centrale 
senkrecht steht und dessen Mittelpunkt auf der Cen- 
trale liegt. Alle Tangenten sind somit die Mantel- 
lioien eines „Kegels". Man erhält so zugleich den Satz: 
Alle Tangenten einer Kugel von einem festen Punkt 
aus bis zu den Berührungspunkten sind gleich. 

Alle Tangenten einer Kugel, die auf demselben 
Grosskreis senkrecht stehen, sind die Mantellinien eines 
„Cylinders". Dieser Cylinder berührt die Kugel und 
heisst Berührungscylinder der Kugel. Alle 
Tangenten einer Kugel, die einer festen Geraden parallel 
sind, sind die Mantellinien eines Berübrungscylinders. 
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l)arch eine Gerade ausserhalb einer Kugel können 
an diese nur zwei Berührungsebenen gelegt werden. 
Diese Ebenen werden erhalten, indem man durch den 
Mittelpunkt der Kugel eine Ebene senkrecht zu der 
Geraden legt, und indem man dann vom Schnittpunkt 
dieser Ebene mit der Geraden aus an den aus- 
geschnittenen Grosskreis die beiden Tangenten zieht 
und durch diese Tangenten und die Gerade die beiden 
Ebenen legt. Diese beiden Ebenen sind die verlangten 
Berührungsebenen. 

Zwei Kugeln, die sich schneiden, schneiden sich 
nach einem Kreis. Denn die beiden Kugeln können 
erzeugt werden, indem man zwei sich schneidende 
Kalbkreise um ihre gemeinschaftliche Centrale dreht. 
Bei der Drehung aber beschreibt der Schnittpunkt 
der beiden Halbkreise einen Kreis, den Schnitt- 
kreis der beiden Kugeln. Seine Ebene steht auf 
der gemeinschaftlichen Centrale senkrecht, und sein 
Mittelpunkt liegt auf dieser Centrale. 

Zwei Kugeln schneiden sich nicht, wenn die Ent- 
fernung ihrer Mittelpunkte grösser ist als die Summe 
der Radien der beiden Kugeln, oder wenn die Ent- 
fernung kleiner ist als die Differenz der Radien. 

Zwei Kugeln berühren sich, wenn die Entfernung 
ihrer Mittelpunkte gleich der Summe oder gleich der 
Differenz ihrer Radien ist. Im ersten Fall berühren 
sie sich von aussen, im zweiten von innen. Man er- 
hält solche Kugeln durch Drehung zweier sich be- 
rührenden Kreise um ihre gemeinschaftliche Centrale. 

Zwei Kugeln, die sich nicht schneiden und die 
ausserhalb einander liegen, werden von zwei „Kegeln **, 
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einem inneren und einem äusseren, zugleich berührt. 
Di« beiden Kegeln heissen die gemeinschaftlichen Be- 
rührungskegel. 

Man erhält diese Kegel^ indem man durch die gemein- 
schaftliche Centrale der beiden Kugeln eine Ebene 
legt und an die beiden ausgeschnittenen Grosskreise 
die gemeinschaftlichen Tangenten zieht. Dreht man 
dann die ganze Figur um die gemeinschaftliche Cen- 
trale, so werden sowohl die beiden Kugeln als auch 
ihre gemeinschaftlichen Berührungskegel erzeugt. 

F« lUe regulären Polyeder oder die Platonischen 

Körper. 

Ein Körper heisst regulär, wenn seine Ober- 
fläche aus lauter kongruenten regulären Vielecken be- 
steht und wenn sich an jeder Ecke gleich viele Viel- 
ecke befinden. 

Denkt man sich die Flächen^ die sich an einer 
Ecke befinden, in eine Ebene so ausgebreitet, dass sie 
ein Stück bilden, so ist der Winkel, der an der Ecke 
gebildet wird, jedenfalls kleiner als 360^ Da nun 
an jeder Ecke mindestens 3 Flächen zusammenstossen, 
so muss der Winkel des in Betracht kommenden regu- 
lären Vielecks kleiner als 120^ sein. Es kann sich 
somit nur um das reguläre Dreieck, Viereck und Fünf- 
eck handeln. 

Beim regulären Dreieck sind 3 Fälle möglich: 
es können sich an einer Ecke 3; 4 oder 5 Dreiecke 
befinden. 

Das leguläre Viereck und Fünfeck kann je nur 
einen Fall liefern (Figuren 21 — 25). 
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Im ganzen sind also nur 5 reguläre Polyeder 
möglich. Diese sind: 




^ 




y 


1 
• 








• 


y^ 





Figur 21. Das Tetraeder. 



Figar 22. Der Würfel. 




Figur 23. Das Oktaeder. 



F. Die regalären Polyeder. 
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Figur 24. Das Ikosaeder. 




Figur 26. Das Dodekaeder. 
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1. Das Tetraeder. Seine 4 Flächen sind kon- 
gruente gleichseitige Dreiecke. Der Körper hat 4 
Ecken und 6 Kanten. 

2. Der Würfel oder das Hexaeder mit 6 Flächen, 
8 Ecken und 12 Kanten. 

3. Das Oktaeder. Seine 8 Flächen sind kon- 
gruente gleichseitige Dreiecke. An einer Ecke befinden 
sich 4 solcher Dreiecke. Das Oktaeder hat 6 Ecken 
und 12 Kanten. 

Man erhält ein Oktaeder^ indem man die End- 
punkte dreier gleich langen Achsen, die in ihren Mitten 
gegenseitig aufeinander senkrecht stehen, mit einander 
verbindet. 

4. Das Ikosaeder. Seine Oberfläche besteht 
aus 20 kongruenten gleichseitigen Dreiecken. An einer 
Ecke stossen 5 zusammen. Das Ikosaeder hat 12 
Ecken und 30 Kanten. 

5. Das Dodekaeder. Seine Oberfläche besteht 
aus 12 kongruenten regulären Fünfecken; an einer 
Ecke befinden sich 3 solcher Fünfecke. Die Anzahl 
der Ecken ist 20, die der Kanten 30. 

Um und in jedes reguläre Polyeder lässt sich eine 
Kugel beschreiben; beide Kugeln sind konzentrisch 
(haben denselben Mittelpunkt). 



6. Das Dreikant and das sphärische Dreieek. 

a. Allgemeines« 

Drei Ebenen, die sich in einem Punkt schneiden, 
teilen den ganzen Raum in 8 Teile ein. Jeder dieser 
8 Teile heisst ein Dreikant. 
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Der Punkt, in dem sich die Ebenen schneiden^ 
heisst die Spitze oder der Scheitel der Dreikante. 
Vom Scheitel eines Dreikants aus gehen seine drei 
Kanten. Die ebene Fläche zwischen zwei Kanten 
heisst eine Seitenfläche des Dreikants und der 
"Winkel zwischen zwei Kanten eine Seite des Drei- 
kants. Ein Dreikant besitzt 3 Seitenflächen und 
3 Seiten (Figur 26). 



Flgnr 26. 

Der Neigungswinkel zweier Seitenflächen heisst 
ein Kantenwinkel oder kurz ein Winkel des 
Dreikants. Ein Dreikant besitzt B Winkel. 

Die Verlängerungen der Kanten eines Dreikants 
über den Scheitel hinaus bilden ein neues Dreikant, 
das Scheitel dreikant des ursprünglichen. 

Beide Dreikante haben gleiche Seiten und gleiche 
Winkel; sie sind aber nicht kongruent, sondern sym- 
metrisch in Bezug auf einen Punkt, den gemeinschaft- 
lichen Scheitel, und somit (II, A), symmetrisch in Bezug 
auf eine Ebene. Zwei symmetrische Dreikante stimmen 
stets in den Seiten und Winkeln überein. 

Zwei Kanten eines Dreikants und die Verlängerung 
der dritten über den Scheitel hinaus bestimmen ein 
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Nebendreikant des xirsprünglichen. Es hat mit 
letzterem eine Seite gemeinschaftlich, während die 
beiden anderen die Supplemente der Seiten des ur- 
sprünglichen sind. 

Fällt man von einem beliebigen Punkt im Innern 
eines Dreikants auf seine drei Seitenflächen Lote, so 
sind diese die Kanten eines neuen Dreikants, des 
Polardreikants des ursprünglichen. Das eine 
Dreikant ist das Polar dreikant des anderen (I, B, 34 
und 36). Alle Polardreikante, die zu einem gegebenen 
Dreikant konstruiert werden können, sind kongruent 
(I, B, 30 und 18). (Figur 27.) 




Figur 27. 
Im folgenden mögen die Seitenflächen oder auch 
,die Seiten eines Dreikants mit a, b, c bezeichnet 
werden und die den Seiten gegenüberliegenden Winkel 
bezw. mit a, /?, /; die entsprechenden Bezeichnungen 
für das zugehörige Polardreikant seien a', b', c', a', ß\ y'\ 
dabei liege a in der Ebene von a', /? in der Ebene 
von b', y in der Ebene von c'. Dann erhält man 
folgende Beziehungen: 
c + a' = /?+V = y + c' = o'4-a = /?' + b = y' + c = 2R. 
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Beschreibt man um den Scheitel eines Dreikants 
als Mittelpunkt mit beliebigem Radius eine Kugel, so 
Bchliesseu die Grosskreisbögen, in welchen die Seiten- 
flächen des Dreikants die Kugel schneiden, ein 
sphärisches Dreieck ein. Dieses liegt ganz auf 
der Kugeloberfläche. In Figur 20 befinden sich 
sphärische Dreiecke. In gleicher Weise erhält man 
das zugehörige sphärische Polardreieck. Die 
Seiten des sphärischen Dreiecks heissen die Gross- 
kreisbögen, welche das Dreieck einschliessen. Sie 
werden in Graden, Minuten und Sekunden gemessen, 
wie die Seiten des Dreikants. 

Die Winkel des sphärischen Dreiecks sind den 
Winkeln seines Dreikants gleich. Ein Winkel eines 
sphärischen Dreiecks nämlich wird gemessen durch den 
Winkel, den die beiden Tangenten einschliessen, welche 
in einer Ecke des Dreiecks an die durch sie gehenden 
Grosskreisbögen gezogen werden. Diese Tangenten 
aber liegen in den Seitenflächen des Dreikants und 
stehen auf einer Kante senkrecht. 

Jedem Dreikant entsprechen unendlich viele 
sphärische Dreiecke, die alle dieselben Seiten und 
Winkel haben, ohne kongruent zu sein; alle sind ähn- 
liche Dreiecke. Jedem sphärischen Dreieck entspricht 
ein bestimmtes Dreikant. Man erhält dieses, wenn 
man die Ecken des Dreiecks mit dem Mittelpunkt seiner 
zugehörigen Kugel durch Gerade verbindet. Dem 
Scheit eldreikant entspricht das sphärische Scheitel- 
dreieck, dem Nebendreikant das sphärische 
Nebendreieck. Zwei Scheiteldreiecke sind, wie 
ihre zugehörigen Dreikante, gegenseitig symmetrisch. 
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Ein Dreikant oder ein sphärisches Dreieck heisst 
rechtwinkelig, wenn einer der drei Winkel ein 
B.echter ist; gleichschenk elig, wenn zwei Seiten 
gleich sind; gleichseitig, wenn alle drei Seiten 
gleich sind. 

Da ein sphärisches Dreieck dieselben Seiten und 
Winkel besitzt wie sein zugehöriges Dreikant, so er- 
geben sich aus den Sätzen über das Dreikant un- 
mittelbar entsprechende für das sphärische Dreieck. 

b. Eonstmktionsauf gaben, Lehrsätze und Erklärungen. 

1. Aufgabe. 

Ein Dreikant aus seinen drei Seiten 
a, b, c, zu konstruieren und seine drei 
Winkel zu bestimmen (Figur 28). 




Figur 28. 

Fällt man von einem beliebigen Punkt einer 
Kante eines Dreikants aus auf die beiden anderen 
Kanten und auf die gegenüberliegende Seitenfläche die 



G. Das Dreikant und das sphärische Dreieck. 



63 



Lote AE, AG, AF und zieht FE und FG, so er- 
hält man einen Körper 8AEFG, dessen Netz zu 
konstruieren ist. Dieses Netz setzt sich aus den 4 
rechtwinkeligen Dreiecken SAE, SAG, AFE und 
A F G und dem Viereck S E F G zusammen. Letzteres 
hat bei E und G rechte Winkel, weil z. B. 
SA» = SF' + AF« = 8E' + AE« 
und AE* = AF*+EF* ist, 

und somit S F*--=SE« + EF* ist. 

Die Winkel A E F und A G F der Dreiecke A E F 
und A G F sind zwei Winkel des Dreikants. Der 
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dritte Winkel wird gefunden, indem man in A auf 
SA die Lote AH und AJ errichtet, die in den 
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Ebenen S A E und S A E liegen. Diese beiden Lote 
schliessen den dritten Winkel ein. 

Man erhält so folgende Konstruktion des genannten 
Netzes und der Winkel des Dreikants (Figur 29). 

Man lege die drei Winkel a, b, c des Dreikants 
an einander an, mache SA = SB, fälle die Lote BF 
und A F, errichte auf E F das Lot F D und auf F G 
das Lot FC und mache ED=EB, CG = AG. 
SAGCFDEB ist dann das gesuchte Netz und 
< C G F der gesuchte Winkel /?, < D E F der gesuchte 
Winkel y. Macht man HK gleich dem Lot HB und 
IK gleich dem Lot lA, so ist der Winkel HKI der 
gesuchte Winkel a. 

Will man das Dreikant aus den drei Seiten a, b^ c 
selbst herstellen, so hat man in F auf der Ebene von 
a das Lot zu errichten und gleich F C = F D zu 
machen. Der Endpunkt A des Lotes ist dann noch mit 
S zu verbinden. 

Man erhält so die drei Kanten S A, S E und S G 
des gesuchten Dreikants. 

Da man in F nach zwei Seiten hin auf der 
Ebene von a Lote gleich F C errichten kann, so er- 
hält man zwei Dreikante mit den Seiten a, b, c. 
Die beiden Dreikante, die in dieser Weise erhalten 
werden, sind nicht kongruent, sondern symmetrisch in 
Bezug auf die Ebene von a, weil die beiden Seiten 
b und die beiden Seiten c gegen a dieselbe ^Neigung 
ß und Y haben. 

Weil unsere Konstruktion nur zwei Dreikante er- 
giebt, so folgt folgender Lehrsatz : 
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2. Lehrsatz. 

Zw ei Dreikante oder zwei sphärische 
Dreiecke, die auf derselben Kugel liegen, 
sind kongruent oder symmetrisch^ wenn sie 
in den drei Seiten übereinstimmen. 

Die Konstruktion eines Dreikants aus den Seiten 
a, b, c, ist nicht mehr möglich, wenn G C < G F und 
ED <EF wird, wenn daher auch ASAG<ASFG und 
ASBE<SFE ist. Es muss als immer ASAG 
+ ASBE> ASFG+ASFE sein oderb + c>a 
sein. 

Man erhält so den Satz: 

3. Lehrsatz. 

In jedem Dreikant oder sphärischen 
Dreieck ist die Summe zweier Seiten 
grösser als die dritte. 

Die Seiten eines Nebendreikants des vorliegenden 
Dreikants seien a, 2E. — b, 2R — c; dann ist (Satz 3) : 

a <2B.— b + 2E — c oder: 
a+b + c < 4R. 
Man erhält so den Satz: 

4. Lehrsatz. 

In j e dem Dreikant oder sphärischen 
Dreieck ist die Summe der drei Seiten 
kleiner als 4 R. Sie liegt zwischen 0^ und 
360^ 

Für ein Dreikant und für sein zugehöriges Folar- 
dreikant bestehen die Beziehungen : 

a + b+c+a' + |5'+/=6ß und 
0<a+b+c<4R, heraus folgt : 
2E<a'+/9'+y'<6R. 
Glaser, Stereometrie. 6 
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Man hat so den Satz : 

5. LehrsatE. 

In jedem Dreikant od6r sphärischen 
Dreieck ist die Summe der drei "Winkel 
grösser als 2 B> und kleiner als 6 E.. Sie 
liegt zwischen 180* und 540^ 

Ist in der Figur 29 b > c, so ist auch B E > A G 
und E D > G C. Weil ferner F C = F D ist, so folgt 

Man hat somit den Satz: 

6. Lehrsatz* 

In jedem Dreikant oder sphärischen 

Dreieck liegt der grösseren Seite auch der 

grössere Winkel gegenüber. 

Weiter folgt: 

7« Lehrsatz. 

In jedem Dreikant oder sphärischen 
Dreieck liegt dem grösseren Winkel auch 
die grössere Seite gegen üb e r. 

Aus den Sätzen 6 und 7 folgen die zwei weiteren : 

8. Lehrsatz. 

Im gleichschenkeligen Dreikant oderim 
gleichschenkeligen sphärischen Dreieck 
sind zwei Winkel gleich. Sind alle drei 
Seiten gleich, so sind auch alle dreiWinkel 

gleich. 

9. Lehrsatz. 

Sind in einem Dreikant oder in einem 
sphärischen Dreieck zwei Winkel gleich, 
so ist es gleichschenkelig. 
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10. Lehrsatz. 
Zwei gleichschenkelige Dreikante oder 
sphärische Dreiecke sind kongruent, wenn 
sie in den Seiten übereinstimmen. (Beweis 
folgt auB Satz 8.) 

11. Aufgabe« 

Ein Dreikant aus den Seiten a und b und 
dem eingeschlossenen / zu konstruieren 
und die übrigen Stücke zu bestimmen. 

Man lege in Figur 29 die Seiten a und b an 
einander an, falle von B aus das Lot B E, mache 
<DEF = <y und ED =EB; fälle das Lot DE 
und von E aus das Lot E G und mache die Ver- 
längerung G A = G C , verbinde A mit S (G C ist die 
Hypotenuse des rechtwinkeligen Dreiecks aus EG und 
E C = ED). A S G ist dann die dritte Seite c und 
Winkel CE G der gesuchte Winkel ß. Der Winkel a 
wird erhalten wie in Aufgabe 1 ; ebenso die beiden 
symmetrischen Dreikante. 

Weil die Konstruktion nur zwei symmetrische 
Dreikante ergiebt, so folgt : 

12« Lehrsatz* 

Zwei Dreikante oder zwei sphärische 
Dreiecke sind kongruent oder symmetrisch, 
wenn sie in zwei Seiten und in dem von 
diesen eingeschlossenen Winkel über-^ 
einstimmen. 

13. Aufgabe. 

Ein Dreikant zu konstruieren aus einer 
Seite a und den beiden anliegenden 
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Winkeln ß und y und die übrigen Stücke zu 
bestimmen. 

Man konstruiere zwei rechtwinkelige Dreiecke, 
welche eine Kathete gleich haben, und in welchen die 
Winkel , die dieser Kathete gegenüberliegen, gleich 
ß und / sind; dann ziehe man zu den Schenkeln der 
Seite a Parallelen, deren Abstand gleich den beiden 
anderen Katheten der rechtwinkeligen Dreiecke ist. 
Man erhält so in der Figur 29 den Schnittpunkt F der 
beiden Parallelen. Von F aus fällt die Lote F G und 
F £; mache die Verlängerungen G A und £ B bezw. 
gleich den Hypotenusen GC und ED der beiden 
konstruierten rechtwinkeligen Dreiecke FCG und FDE, 
verbinde A und B mit S; dann ist £SB die Seite b, 
GSA die Seite c. Die weitere Konstruktion wird 
wie in Aufgabe 1 ausgeführt. 

Weil man auch wieder nur zwei symmetrische 
Dreikante erhält, so folgt der Satz: 

14. Lehrsatz. 

Zwei Dreikante oder zwei sphärische 
Dreiecke sind kongruent oder symmetrisch, 
wenn sie in einer Seite und den beiden an- 
liegenden Winkeln übereinstimmen. 

15. Aufgabe. 

Ein Dreikant aus den drei Winkeln a, /?, y 
zu konstruieren und die drei Seiten zu be- 
stimmen. 

Man konstruiere zu dem gesuchten Dreieck nach 
Aufgabe 1 sein zugehöriges Polardreikant, dessen 
Seiten gleich 2B — a, 2B — /9, 2B. — y sind. Die 
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Winkel dieses Dreikant sind dann die Supplemente der 
Seiten des gesuchten Dreikants. Das Dreikant selbst 
wird dann wie in Aufgabe 1 konstruiert. 

Auch hier erhält man nur zwei symmetrische 
Dreikante, woraus der Satz folgt: 

16. Lehrsatz« 

Zwei Dreikante oder zwei sphärische 
Dreiecke sind kongruent oder symmetrisch, 
wenn sie in den drei Winkeln übereinstim- 
men. 

17« Lehrsatz. 

Legt man durch die Halbierungslinie 
jeder Seite eines Dreikants eineEbene senk* 
recht zu dieser Seite, so schneiden sich 
diese Ebenen nach einer Geraden. 

Denn legt man durch die Schnittgerade zweier solcher 
Ebenen und durch die drei Kanten Ebenen und ferner 
Ebenen, die auf diesen zwei Seiten senkrecht stehen, 
und eine weitere, die die dritte Seite halbiert, so wird 
durch diese 6 Ebenen das Dreikant in 6 rechtwinkelige 
Dreikanten geteilt, von welchen drei Paare symmetrisch 
sind (Satz 12 und 2). Hieraus folgt, dass auch die 
letzte Ebene auf der dritten Seite senkrecht steht. 
Die 3 Ebenen, die auf den Seiten des Dreikants senk- 
recht stehen und diese halbieren, gehen somit durch 
eine Gerade. Diese Gerade ist die Achse des dem 
Dreikant umbeschriebenen Kreiskegels, d. h. des 
durch die 3 Kanten gehenden Kegels. Die drei 
Ebenen durch die Achse und die Kanten des Drei- 
kants teilen, nämlich das Dreikant, in drei gleichschen- 
kelige Dreikante ein, dessen Schenkel alle gleich sind. 
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18« Lehrsatz 

Die drei Ebenen, welche die Winkel 
eines Dreikants halbieren, schneiden sich 
nach einer Geraden. 

Der Beweis hierfür folgt aus I, C, 21. Diese 
gemeinschaftliche Gerade ist die Achse des dem Drei- 
kant einbeschriebenen, d. h. seine Seiten be- 
rührenden Kreiskegels. 

19* Lehrsatz* 

Legt man durch jede Kante eines Drei- 
kants eine Ebene senkrecht zu der gegen- 
überliegenden Seitenfläche^ so schneiden 
sich diese 3 Ebenen, Höhen genannt; in einer 
Geraden. 

Zum Beweis lege man zu einer Kante eine senk- 
rechte Ebene. Diese Ebene schneidet aus dem Drei- 
kant ein Dreieck aus, in welchem die drei Schuitt- 
geraden mit den drei anderen Ebenen Höhen sind 
(I, B, 34, 35, 40). Diese aber schneiden sich in 
einem Punkt; folglich schneiden sich die 3 Ebenen 

in einer Geraden. 

20. Erklärung. 

Unter der sphärischen Entfernung zweier 

Punkte einer Kugeloberfläche versteht man den 

kleinen Bogen des Grosskreises der Kugel, der durch 

die beiden Punkte geht. 

21. Lehrsatz. 

Die sphärische Entfernung ist der 
kürzeste Weg, auf dem man von einem 
Punkt einer Kugeloberfläche zu einem 
'^.nderen gelangen kann. 
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Denn jeder andere Linienzug, d#r zwei Punkte einer 
Kugeloberfläche verbindet, besteht aus unendlich vielen 
und unendlich kleinen Bögen von Grosskreisen. Aus 
dem Satz, dass in einem sphärischen Dreieck die 
Summe zweier Seiten grösser ist, folgt dann der aus- 
gesprochene Satz : 

22. Lehrsatz. 

Zwei symmetrische sphärische Drei- 
ecke haben denselben Flächeninhalt. 

Zwei symmetrische Scheiteldreikante nämlich haben 
dieselben umbeschriebenen Kreiskegel. Legt man 
durch die Achsen dieser Kegel und die Kanten der 
beiden Dreikante Ebenen, so werden letztere in gleich- 
schenkelige Dreikante geteilt, von welchen drei Paare 
symmetrisch und daher auch kongruent sind. Zwei 
symmetrische sphärische Dreiecke lassen sich somit in 
drei Paare kongruenter sphärischer Dreiecke einteilen 
und sind somit inhaltsgleich. 

23. Erklärung. 

Unter dem sphärischen Excess eines sphärischen 
Dreiecks vei-steht man den Ueberschuss der drei "Winkel 
über 180**. Er wird in Graden gemessen. 

24. Lehrsatz. 

Bezeichnet man den sphärischen Excess 

eines sphärischen Dreiecks mit E^, den 

Flächeninhalt der Kugeloberfläche mit 0, 

so ist der Flächeninhalt F des sphärischen 

Dreiecks: 

O.E° 

F = 

720' ' 
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Es ist nämlich: 
AABC+Ar>BC=^, 

360^' 



AABC+AACE = 



AABC + AABF=^ und 



aabc+adbc+aace+abe=-^o, 

weil nach Satz 21 AI>BC = AAEP ist (Figur 30). 




Figur 80. 

Hieraus folgt: 

2 AAECI ^ o- ^(^'+ß' +y') 



AABC 



0(aO + ^o^yO_igQO) QE< 



720' 



720* 
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H. Aufgaben. 

1. Ein Prisma auf eine Ebene zu projicieren. 

Anleitung. Man projiciere die Kanten des Pris- 
mas, indem man sämtUche Ecken der einen Grund- 
fläche und eine der anderen projiciert. Die Pro- 
jektionen der anderen Ecken werden erhalten unter 
Anwendung des Satzes: die Projektionen paralleler 
Geraden sind parallel. 

Die Kanten, welche, in der Richtung der Lote ge- 
sehen, sichtbar sind, werden ganz ausgezogen, die un- 
sichtbaren gestrichelt. 

2. Das Netz eines dreiseitigen Prismas zu kon- 
struieren. 

Man denke sich die Oberfläche des Prismas längs 
einer Seitenkante und längs je zwei Grundkanten auf- 
geschnitten und dann zwei Seitenflächen in die Ebene 
der dritten umgeklappt. Die Verbindungsgeraden der 
beiden Paare von Punkten, die in der TJmklappungs- 
figur den Ecken an der aufgeschnittenen Stelle ent- 
sprechen, müssen dann zu den beiden Kanten, längs 
welchen nicht aufgeschnitten wurde, senkrecht stehen. 

3. "Wo liegt der Schwerpunkt eines Prismas oder 
Cylinders? 

Antwort: In der Mitte der Geraden, welche die 
Schwerpunkte der beiden Grundflächen verbindet. 
Weshalb ? 

4. "Wo liegt der Schwerpunkt des Mantels eines 
Prismas oder eines Cylinders? 

Antwort: In der Mitte der Geraden, welche die 
Schwerpunkte der Umfange der beiden Grundflächen 
verbindet. Weshalb ? 
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5. Durch einen Punkt ausserhalb eines Kreis- 
cylinders die beiden Berührungsebenen an denselben 
zu legen. 

Anleitung. Man lege durch den Punkt eine zu 
den Mantellinien senkrechte Ebene und ziehe vom 
Punkt aus an den Schnittkreis die beiden Tan- 
genten u. s. w. 

6. Die Länge d der Diagonale eines Quaders in 
seinen drei Kanten a, b, c auszudrücken; ebenso seine 
Oberfläche. 

7. Das Netz eines Parallelflachs zu konstruieren. 
' 8. Wie verhält sich der Inhalt einer ebenen Fläche 

zu dem ihrer Projektion auf eine Ebene ? 

Antwort: Bezeichnet man den Inhalt der ebenen 
Fläche mit F, den ihrer Projektion mit f, den 
Neigungswinkel der Projektionsebene gegen die Ebene 
der Fläche mit a, so ist: f=Fcosa. 

Der Beweis hierfür wird zunächst für das Drei- 
eck geführt; dann wird auf beliebige ebene Flächen 
geschlossen. Man teile das Dreieck durch eine Gerade^ 
die durch eine seiner Ecken geht und zur Schnitt- 
geraden beider Ebenen parallel ist, in zwei Dreiecke. 
Die Parallele projiciert sich dann in ihrer wahren 
Grösse und ist als Grundlinie der 4 in Betracht kom- 
menden Dreiecke anzusehen. Das Kürzungsverhältnis 
der Höhen des gegebenen Dreiecks ist gleich cos a. 

9. Eine Pyramide auf eine Ebene zu projicieren. 
10. Das Netz einer Pyramide zu konstruieren. 

Anleitung: Man denke sich die Oberfläche der 
Pyramide nach den Seitenkanten aufgeschnitten und 
die Seitenflächen um die Grundl^anten in ^e Eben^ 
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der Grundfläche umgeklappt. Die Ecken der Seiten- 
flächen beschreiben bei dieser Umklappung Kreise, 
deren Ebenen auf der Grundfläche senkrecht stehen und 
durch die Höhe der Pyramide gehen. Es folgt hieraus, 
dass, wenn man nach der Umklappung von den Ecken 
der Seitenflächen aus auf die Grundkanten Lote fällt, sämt- 
liche Lote durch einen Funkt gehen, was bei der Konstruk- 
tion des Netzes einer Pyramide zu berücksichtigen ist. 

11. Folgendes zu beweisen: 

In einer Pyramide oder einem Kegel sind die 
Parallelschnitte den Grundflächen ähnlich. Schneidet 
man eine Pyramide oder einen Kegel durch einen 
Parallelschnitt, so entstehen zwei Pyramiden oder Kegel, 
deren Höhen den Grundkanten und Seitenkanten pro- 
portional sind (I, B, 12, 18). 

12. Die Schwerpunkte aller Parallelschnitte einer 
Pyramide oder eines Kegels liegen in einer durch die 
Spitze gehenden Geraden, der Schwerlinie. 

Anleitung. Man führe den Beweis zunächst für 
eine dreiseitige Pyramide und schliesse dann auf eine 
beliebige Pyramide oder Kegel. 

13. Die vier Schwerlinien einer dreiseitigen Pyra- 
mide schneiden sich in einem Punkt und teilen sich 
gegenseitig im Verhältnis 1 : 3. 

Zwei Schwerlinien nämlich liegen immer in einer 
Ebene, die durch eine Kante und die Mitte der gegen- 
überliegenden Kante geht. Schneidet man die Pyra- 
mide mit dieser Ebene, so erhält man ein Dreieck, in 
welchem die beiden Schwerlinien zwei Seiten iüi Ver- 
hältnis 1:2 teilen. Man erkennt so, dass sich die 
Schwerlinien selbst im Verhältnis 1 : 3 teilen. 
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14. Der Schwerpunkt einer Pyramide oder eines 
Kegels liegt auf der Geraden, welche die Spitze mit 
dem Schwerpunkt der Grundfläche verbindet und teilt 
diese Gerade im Verhältnis 1 : 3, (Der Schwerpunkt 
liegt näher an der Grundfläche als an der Spitze.) 

15. Wo liegt der Schwerpunkt des Mantels einer 
Pyramide oder eines Kegels? 

Antwort: Auf der Geraden, welche die Spitze mit 
dem Schwerpunkt des TJmfanges der Grundfläche ver- 
bindet. Er teilt diese Gerade im Verhältnis 1 : 2. 
Beweis hierfür! (Die Schwerpunkte der Seitenflächen 
liegen in einer zur Grundfläche parallelen Ebene.) 

16. Durch einen Punkt ausserhalb eines Kreis- 
kegels an diesen beide Berührungsebenen zu legen. 

Man verbinde die Spitze des Kegels mit dem ge- 
gebenen Punkt und schneide mit dieser Geraden die 
Ebene des Grundkreises. Von dem Schnittpunkt aus 
lege man an den Grundkreis die beiden Tangenten 
und durch diese und die erste Gerade Ebenen. Diese 
beiden Ebenen sind die gesuchten Berührungsebenen. 

17. Durch vier Punkte eine Kugelfläche zu legen. 

Die vierP unkte bestimmen die vier Seiten einer drei- 
seitigen Pyramide. Man hat dann in den Mittelpunkten 
der diesen Seiten umbeschriebenen Kreise auf den 
Seiten die Lote zu errichten. Alle vier Lote schneiden 
sich in einem Punkt, dem Mittelpunkt der gesuchten 
Kugel ; man erhält so zugleich den Radius der Kugel. 

18. Den Durchmesser einer massiven Kugel zu be- 
stimmen. 

Man zeichne auf die Kugel einen beliebigen Klein- 
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kreis, was mit Hilfe des Zirkels geschehen kann (wie 
und waram?). 

Von diesem Kleinkreis bestimme man den Badius, 
indem man auf ihm drei Punkte beliebig annimmt und 
in der Ebene das durch diese funkte bestimmte 
Dreieck zeichnet. Der Umkreis dieses Dreiecks ist 
dem Klein kreis gleich. Aus der Zirkelöfinung, mit 
welcher der Kleinkreis auf der Kugel beschrieben 
wurde, zeichne man als Hypotenuse ein rechtwinkeliges 
Dreieck, in welchem der Radius des Kleinkreises Ka- 
thete ist. In der Ecke dieser beiden Seiten errichte man 
auf der Hypotenuse das Lot. Die Hypotenuse des so 
entstehenden grössten rechtwinkeligen Dreiecks ist der 
gesuchte Durchmesser der Kugel. 

19. Durch zwei Punkte einer Kugel£äche einen 
Grosskreis zu legen. 

Man erhält weitere Punkte des Grosskreises, in 
dem man um die gegebenen Punkte auf die Kugelfläche 
Kreise zeichnet und die Bögen dieser Kreise, die 
zwischen zwei Schnittpunkten liegen^ halbiert. (Beweis!) 

Auf diese Weise kann auch der Durchmesser einer 
Kugel bestimmt werden. 

In einem rechtwinkeligen Dreikant oder sphärischen 
Dreieck mögen die beiden Katheten, d. h. die Seiten, 
welche den rechten Winkel einschliessen, mit a und b 
bezeichnet werden, die diesen Seiten gegenüberliegenden 
Winkel mit a und ß und die dritte Seite, die Hypo- 
t e n u s e, mit c. Man kann dann folgendes verlangen : 

20. Ein rechtwinkeliges Dreikant zu konstruieren 
aus a und c. 

Welcher Satz folgt aus der Konstruktion, die 
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Kongruenz oder Symmetrie zweier reichtwinkeligen 
Dreikante betreffend ? (Antwort : Zwei rechtwinkelige 
Dreikante sind kongruent oder symmetrisch, wenn sie 
in den Seiten a und c übereinstimmen.) 

21. Ein rechtwinkeliges Dreikant aus a und a 
zu konstruieren. Kongruenz- bezw. Symmetriesatz für 
rechtwinkelige Dreikante oder sphärische Dreiecke. 

22. Ein rechtwinkeliges Dreikant aus c und a zu 
konstruieren. Kongruenz- bezw. Symmetriesatz für 
rechtwinkelige Dreikante oder sphärische Dreiecke. 

Anmerkung. Die übrigen drei Fälle (a, b ; «, /? ; 
a, ß) über das rechtwinkelige Dreikant schliessen die 
behandelten Fälle des gewöhnlichen Dreikants ein. 

Man erhält so den Satz : 

Zwei rechtwinkelige Dreikante oder sphärische 
Dreiecke sind kongruent oder symmetrisch, wenn sie 
in zwei von den Stücken a, b, c, a, ß übereinstimmen. 

23. Den geometrischen Ort der Punkte zu finden, 
welchä von zwei gegebenen sich schneidenden G-eraden 
dieselbe Entfernung haben. 

Der Ort ist eine Ebene, welche durch die "Winkel- 
halbierende der beiden Geraden geht und auf der Ebene 
der Geraden senkrecht steht (Beweis mit Hilfe des 
Nachweises der Symmetrie von zwei rechtwinkeligen Drei- 
kanten). 

24. Die Mitten der Kanten eines regulären Tetra- 
eders sind die Ecken eines regulären Oktaeders. 

25. Die Mitten der Seiten eines Würfels sind die 
Ecken eines Oktaeders. 

26. Die Mitten der Seiten eines Oktaeders sind 
die Ecken eines Würfels. 
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27. Die Mitten der Seiten eines Ikösäeders sind 
die Ecken eines Dodekaeders. 

28. Die Mitten der Seiten eines Dodekaeders sind 
die Ecken eines Ikosaeders. 




Figur 81. 

29. Es sei zwei gleich grossen, sich nicht schnei- 
denden Kugeln ihr gemeinschaftlicher Berührungs- 
cylinder umschrieben und dieser Cylinder mit einer 
Ebene geschnitten^ welche beide Kugeln in den Punkten 
F und Fj berührt. Verbindet man nun einen be- 
liebigen' Funkt H der Schnittlinie mit den beiden 
Punkten F und Fj, so sind HF und HF^ Tangenten 
an diesen beiden Kugeln. Zieht man ferner durch H 
die ManteUinie HAB, so ist HF =HA und HP^ 
= HB, folglich HF+HF, =HA + HB gleich der 



80 Flächen und Körper. 

immer gleichen Mantellinie des Cylinders zwischen 
den beiden Kugeln (Figur 31). 

Eine Linie, welche die Eigenschaft hat, dass die 
Summe der Entfernungen aller ihrer Punkte von zwei 
festen Punkten F und Fj gleich ist, heisst eine Ellipse. 
Die Punkte F und Fj heissen die Brennpunkte der 
Ellipse. 

Jeder Kreiscylinder wird von einer Ebene nach 
einer Ellipse geschnitten. 



Figur 82. 

30. Es sei zwei Kugeln ihr äusserer, gemeinschaft- 
licher Berührungskegel umschrieben und an die beiden 
Kugeln eine gemeinschaftliche^ den Kegel schneidende 
Berührungsebene gelegt. Diese Ebene schneidet dann 
den Kegel nach einer Ellipse, in welcher die beiden 
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Berährungspankte F und Fj der Ebene mit der Kugel 
die Brennpunkte sind (Figur 32). 

Verbindet man nämlich einen beliebigen Punkt H 
der Schnittlinie mit den Punkten F und Fj und zieht 
durch H die Mantellinie SBHA, so ist die Tangente 
HF gleich der Tangente HA; ebenso ist HF, =HB, 
folgUch HF + HF,=HA + HB = AB. AB aber 
ist für alle Punkte H gleich. Die Schnittlinie ist so- 
mit eine Ellipse. 




Figur 83. 

31. Es sei an zwei Kugeln ihr gemeinschaftlicher 
innerer Berührungskegel gelegt, ferner eine gemein- 
schaftliche, die Kegelfläche schneidende Berührungs- 
6 1 a 8 e r, Stereometrie. 6 
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ebene mit den Berührungspunkten F und Fi. Ver- 
bindet man dann einen beliebigen Punkt H der 
Schnittlinie mit den Punkten F und F, und zieht 
durch H die Mantellinie SHAB, so ist die Tangente 
HF gleich der Tangente HA; ebenso ist HFj=HB 
und somit HF — HF, = HA — HB=AB gleich der 
Mantellinie des Kegels zwischen den beiden Kugeln, 
die für alle Punkte H gleich ist. Die Schnittlinie ist 
also eine Linie^ bei welcher die Differenz der Ent- 
fernungen aller ihrer Punkte von zwei festen Punkten 
F und F, gleich ist. Eine Linie mit dieser Eigen- 
schaft heisst eine Hyperbel und die beiden festen 
Punkte F und F, ihre Brennpunkte (Figur 33). 



Figur 84. 
32. Es sei eine Kugel und einer ihrer Berührungs- 
kegel gegeben und der Kegel mit einer Ebene ge- 
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schnitten, die parallel einer Mantellinie . des Kegels ist 
und welche die Kugel in dem Punkt E ))erührt^ 
Diese Ebene und die Ebene des Berührungskreises 
schneiden sich dann nach der Geraden B. Auf diese 
Gerade sei von einem beliebigen Punkt H der Schnitt- 
linie aus das Lot HB gefällt. 

Ist in der Figur SD H FC, so steht die Berührungs- 
ebene auf der Ebene SDE senkrecht, ebenso die Ebene 
des Berührungskreises. Es ist dann B C J_ Ebene 
SDE, folglich <FCB=E. Hieraus folgt HB || FC || SD. 
Verbindet man weiter H mit S, so wird : HF=HA und 
ASDA^AHBA; da aber SA=SD ist, so ist 
auch HA=HB=HF (Figur 34). 

Die Schnittlinie hat also die Eigenschaft, dass 
jeder ihrer Punkte von einem festen Punkt F, dem 
Brennpunkt, und von einer festen Geraden, der 
Direktrix, gleiche Entfernung hat. Eine solche 
Linie heisst eine Parabel. 

Weil eine Ellipse, Hyperbel und Parabel durch 
den Schnitt eines „Kreiskegels^ mit einer Ebene ent- 
stehen, heissen diese Linien Kegelschnitte. 

33. Den Satz zu beweisen: Jedem regulären Poly- 
eder kann eine Kugel umbeschrieben und einbeschrieben 
werden, 

34. Eine Ebene schneidet einen senkrechten Kreis- 
cylinder nach einer Ellipse (29). 

Eine Ebene, welche durch- den Mittelpunkt des 
Grundkreises geht und auf der Ebene dieses Kreises 
und auf der ersten Ebene senkrecht steht, schneidet 
die Ellipse nach einer Achse; ihre Länge, sei gleich 
2 a. Das Mittellot auf dieser Achse ist eine zweite 
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Achse der Ellipse; die Länge dieser sei gleich 2 b. 
b ist dann gleich dem Radius r des Grundkreises. 
Femer ist, wenn a der Neigungswinkel der Schnitt 

ebene ist, 

r 

cos a = -r-. 
a 

Bezeichnet man mit F die Fläche der Ellipse, 
so wird: 

F = = ab ;r (nach Nro. 8). 

cosa ^ ' 

Eine Ellipse ist zu ihren beiden Achsen sym- 
metrisch (weshalb?). 
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Dritter Abschnitt. 

Berecimnngen von Eörpem und Flächen. 

A. Ueber das Hessen. 

Beim Messen einer Grösse, z. B. einer Linie, 
einer Fläche, eines Körpers, einer Kraft n. s. w. fragt, 
es sich, wie oft eine bestimmte Grösse von derselben 
Art, wie die zu messende Grösse in letzterer enthalten 
ist; man erhält so eine gewisse Zahl, welche die 
Masszahl der Grösse heisst. 

Das Mass für eine Linie ist wieder eine Linie, 
gewöhnlich eine Strecke; das Mass für eine Fläche 
eine Fläche^ das für einen Körper ein Körper. 

Eine Linie wird gewöhnlich mit einer ganz be- 
stimmten Strecke gemessen, welche als Masseinheit 
der Strecke bezeichnet wird. Die Masseinheit ist etwa 
die Strecke von 1 mm, 1 cm, 1 m, 1 km. u. s. f. 

Hat man nun eine vorgelegte Linie zu messen, so 
fragt es sich, wie oftmals eine bestimmte Masseinheit 
auf der Linie hintereinander abgetragen werden kann. 
Kann dies n-mal geschehen^ so ist n die Masszahl für 
die Länge der Linie. 

Bei krummen Linien hat man die Masseinheit 
möglichst klein zu wählen, wenn man eine grosse 
Genauigkeit verlangt. Bei vollständiger Genauigkeit 
ist die Masseinheit eine unendlich kleine Strecke. 
Man kann dann allerdings eine Linie nicht mehr wirk- 
lich messen. An Stelle des Messens tritt hier die Be- 
rechnung. 



86 Berechnungen von Körpern nnd Flächen. 

Die Masseinbeit für eine Fläche ist gewöhnlich 
ein bestimmtes Quadrat, etwa ein Quadrat mit der 
Seitenlänge 1 m, 1 cm^ 1 mm u. s. f. Bei den Flächen 
spricht man dann von einem quadratischen Inhalt. 

In manchen Fällen ist es auch vorteilhaft; statt 
eines Quadrates eine andere Masseinheit zu wählen, 
etwa ein Dreieck, einen Rhombus oder sonst eine be- 
stimmte Fläche. 

Dient beim Messen einer Fläche ein bestimmtes 
Quadrat als Masseinheit, so entsteht die Frage, wie 
oftmal kann man dieses Quadrat in die Fläche derart 
legen, dass die ganze Fläche ausgefüllt ist, und dass 
sich die Quadrate an keiner Stelle zum Teil decken. 

Die Anzahl der Quadrate, welche in der ange- 
gebenen Weise die ganze Fläche bedecken, ist die 
Masszahl der Fläche. 

Will man grosse Genauigkeit haben, so hat man 
als Mässeinheit ein sehr kleines, unter Umständen ein 
unendlich kleines Quadrat zu wählen. 

Dies ist hauptsächlich bei ebenen Flächen mit 
krummliniger Begrenzung und bei gekrümmten Flächen 
der Fall. 

Das Mass für den räumlichen Inhalt eines 
Körpers ist gewöhnlich ein Würfel mit bestimmter 
Kantenlänge. Die Anzahl der Würfel von gleicher 
Grösse, welche den ganzen Körper ohne Lücken aus- 
füUen, ist die Masszahl des Körpers. Die Masszahl 
eines Körpers giebt seinen Kubikinhalt an. 

Auch beim Ausmessen des Kubikinhaltes eines 
Körpers ist die Masseinheit in vielen Fällen sehr kl«in 
oder auch unendlich klein zu nehmen. 
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B. Ein Fandamentalsatz fiber den Kubikinhalt 

Ton Körpern^ 
welche zwischen zwei parallelen Ebenen liegen« 

Der Satz lautet: Liegt eine E.eihe beliebig 
gestalteter Körper zwischen demselben 
zwei parallelen Eb enen und werden diese 
Körper von jeder anderen Ebene, welche 
den beiden ersten parallel ist, derart ge- 
schnitten^ dass immer sämtliche Schnitt- 
figuren, welche in derselben parallelen 
Ebene liegen, denselben Flächeninhalt 
haben, so haben alle Körper denselben 
Kubikinhalt. 

Man kann nämlich jeden Parallelschnitt als unend- 
lich dünne Schicht ansehen. Jeder von den betrach- 
teten Körpern besteht dann aus unendlich vielen und 
unendlich dünnen Schichten. Diejenigen Schichten nun, 
die in derselben parallelen Ebene liegen, haben den- 
selben Kubikinhalt, weil alle Parallelschnitte nach der 
Voraussetzung gleichen Flächeninhalt haben und somit 
in alle Parallelschnitte gleich viele unendlich kleine 
Würfel gehen. Da sich also alle Körper aus gleich grossen 
und gleich vielen Schichten zusammensetzen, so haben 
sie auch denselben Kubikinhalt. 

Aus dem Beweis des Satzes folgt, dass auch 
endliche Schichten der Körper zwischen denselben zwei 
parallelen Ebenen denselben Kubikinhalt haben. 
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C. üeber den Kubikinlialt der Prismen und 

Cyllnder. 

Bei den Prismen und Cylindem sind bekanntlich 
alle Parallelschnitte den Grundflächen kongruent. Haben 
nun Prismen und Gylinder dieselbe Höhe und Grund- 
flächen von demselben Flächeninhalt, so folgt aus dem 
Fundamentalsatz über den Kubikinhalt von Körpern, 
dass alle diese Prismen und Gylinder gleichen Kubik- 
inhalt haben. 

Insbesondere haben diese Körper denselben Kubik- 
inhalt wie ein Quader mit derselben Höhe und mit 
gleicher Grundfläche, wie sie die Prismen und Gylinder 
haben. 

Ein Quader aber kann vollständig mit Würfeln 
gleicher Grösse so ausgefüllt werden, dass keine Lücken 
entstehen, 

Ist die Mass zahl für die Grundfläche des Quaders 
G, kann daher auf der Grundfläche eine Schicht von 
G -Würfeln stehen ^ und ist h die Masszahl für die 
Höhe des Quaders^ besteht also der ganze Quader aus 
h gleich grossen Würfelschichten, so ist der ganze 
Quader mit Gh -Würfeln ausgefüllt. 

Die Masszahl für den Kubikinhalt des Quaders 
ist somit Gh. — GH aber ist auch nach den obigen Be- 
trachtungen die Masszahl für den Kubikinhalt der 
Prismen und Gylinder. 

Hieraus folgt der Satz: 

Man erhält die Masszahl für den Kubik- 
inhalt eines Prismas oder eines Gylinders 
durch Multiplikation der Masszahl der 
Grundfläche mit der Masszahl der Höhe. 
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Natürlich mnss jedem Mass immer dieselbe LäDgen- 
einheit (1 mm, 1 cm, 1 m u. s. f.) zu Grunde liegen. 



D. lieber den Kabiklnhalt der Pyramiden 

und Eegel. 

Erster Satz. 

Pyramiden und Kegel, welche Höhen 
von derselben Länge h und Grundflächen 
von demselben Flächeninhalt G haben, 
haben gleichen Kubikinhalt. 

Ein Parallelschnitt einer Pyramide oder eines 
Kegels ist nämlich, wie bekannt (II, H, 11), den 
Grundflächen dieser Körper ähnlich. Nach einem 
Satz der Geometrie aber verhalten sich die Inhalte 
ähnlicher Figuren, wie die Quadrate homologer Längen, 
z. B. wie die Quadrate homologer Seiten. Homologe 
Seiten verhalten sich aber auch wie die Höhen der 
beiden Pyramiden oder Kegel, die durch einen Parallel- 
schnitt entstehen (II, H, 11). Bezeichnet man die 
Höhe der kleineren Pyramide mit h' und ihre Grund- 
fläche mit G', die Höhe der grösseren mit h, die 
Grundfläche mit G, so besteht nach unseren Betrach- 
tungen die Beziehung 

G':G = h'«:h«. 

Sind nun für eine Reihe von Pyramiden ihre 
Grundflächen gleich, ebenso die Höhen, und macht man 
im Abstand h^ von der Spitze bei allen einen Parallel- 
schnitt, so sind, wie unsere aufgestellte Beziehung 
zeigt, alle diese Parallelschnitte gleich für jedes be- 
liebige h'. 
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Nach dem Fundamentalsatz sind somit die Kubik- 
inhalte von Pyramiden und von Kegeln, die gleiche 
Höhen und Grundflächen von gleichem Flächeninhalt 
haben, gleich. Insbesondere sind die Kubikinhalte 
gleich dem Kubikinhalt einer dreiseitigen Pyramide, 
welche dieselbe Höhe und eine Grundfläche von dem- 
selben Flächeninhalt hat, wie die Pyramiden und Kegel. 



Figur 35. 

Z weiter Satz. 

Bin dreiseitiges Prisma kann in drei 
gleich grosse Pyramiden zerlegt werden. 

Es sei A B C D E F eine dreiseitige Pyramide. 
Zieht man in ihr BD, BF und C D, so erhält man 
drei Pyramiden : B D E F, B A C D und B F C D, welche 
zusammen das ganze Prisma zusammensetzen. 

Die beiden Pyramiden BACD und BFCD sind 
gleich; denn sie haben die Spitze B gemeinschaftlich; 
ferner liegen ihre Grundflächen ACD und FOD in 
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derselben Ebene und sind gleich. Die beiden Pyra- 
miden haben somit gleiche Grundflächen und gleiche 
Höhen, sind somit gleich. 

Weiter ist die Pyramide BFCD ganz dieselbe, 
wie die Pyramide DB FC; dasselbe gilt für die beiden 
Pyramiden BDEF und DBFE. 

Die beiden Pyramiden D BF C und DBFE nun 
haben die Spitze D gemeinschaftlich; ihre Grundflächen 
liegen in derselben Ebene und sind kongruent. Da 
somit die beiden Pyramiden gleiche Grundflächen und 
gleiche Höhen haben, so sind sie gleich. 

Es sind daher alle drei Pyramiden gleich. 

Die Pyramide BDEF und das dreiseitige Prisma 
aber haben dieselbe Grundfläche und dieselbe Höhe. 
Da der Inhalt eines dreiseitigen Prismas gleich dem 
Produkt aus den Masszahlen der Grundfläche und der 
Höhe ist und unsere Pyramide gleich dem dritten Teil 
des Prismas ist, so erhält man den Satz : 

Dritter Satz: 

Der Inhalt einer dreiseitigen Pyramide 
ist gleich dem Produkt aus den Masszahlen 
der Grundfläche und der Höhe, dividiert mit 
drei. 

Weiter erhält man den allgemeinen Satz : 

Vierter Satz: 

Der Kubikinhalt J einer Pvramide oder 
eines Kegels ist gleich dem Produkt aus der 
Masszahl der Grundfläche und derjenigen 
der Höhe, dividiert mit drei. 
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Bezeichnet man mit G die Masszahl der Grund- 
fläche, mit h diejenige der Höhe, so lautet der Satz in 
einer Formel ausgedrückt: 



E. üeber den Eabikinhalt des Prismatoids. 

Satz: 
Sind G und G^ die Masszahlen der 
beiden Grundflächen, M diejenige des 
Mittelschnitts und h diejenige der Höhe, 
so ist der Kubikinhalt J eines Prisma- 
toides ausgedrückt durch die Formel: 

o 

Diese Formel, die sehr wichtig ist, heisst die Prisma- 
toidformel (Schichtenformel, Simpson*sche Regel). 

Die Prismatoidformel wird in folgender Weise er- 
halten : 

Man verbinde einen beliebigen Punkt S des 
Mittelschnittes mit allen Ecken der beiden Grund- 
flächen, dann wird das ganze Prismatoid in lauter 
Pyramiden eingeteilt, deren Inhalte zu berechnen sind 
(Figur 36). 

Zunächst hat man zwei Pyramiden mit den Grund- 

flächen G und Gj und den Höhen gleich -^. 

Der Kubikinhalt dieser beiden Pyramiden zu- 
sammen ist somit —^ + —7^ = —^ (G + GJ. 
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Es bleiben jetzt noch diejenigen Pyramiden zu 
berechnen übrig, deren Spitzen ebenfalls der Punkt S ist 




Figur 86. 

und deren Grundflächen die Seitenflächen des Prisma- 
toids sind. 

Eine solche Pyramide ist z. B. die Pyramide 
S.ABAj. Sie kann mit der Pyramide S.AjA,B, 
verglichen werden. Beide haben nämlich dieselbe 
Höhe. Die Grundfläche der einen aber ist viermal so 
gross, wie diejenige der anderen; folglich ist auch die 
Pyramide S.ABA, viermal so gross als die Pyramide 
SA^AjB,. Bei letzterer kann aber aueh der Punkt 
Aj als Spitze angesehen werden, während SA, B, 
Grundfläche ist. Diese Grundfläche, deren Inhalt gleich 
m sei; liegt im Mittelschnitt. Die Höhe der Pyramide 

ist gleich —^ und somit ihr Inhalt gleich — r— • Der In- 



94 Berechnungen von Körpern und Flächen; 

halt der ganzen Seitenpyramide S . A B A, ist folglich 

_ . - 4mh 
gleich 

Jede der in Betracht kommenden Seitenpyramiden 
nun bestimmt eine Grundfläche m im Mittelschnitt. 
Alle diese Grundflächen füllen den ganzen Mittel- 
schnitt aus.. 

Det Inhalt aller Seitenpyramiden zusammen ist 

daher gleich der Summe aller — - — oder gleich — ^mal 

der Summe aller m = -x- M. 

o 

Der ganze Inhalt J eines Prismatoids ist somit: 

Die Prismatoidformel gilt nicht nur für die 
eigentlichen Prismatoide, wo die Grundflächen ebene 
Vielecke sind — letztere können auch zu Linien und 
Punkten zusammenschrumpfen — sondern auch für 
diejenigen Körper, wo eine oder beide Grundflächen 
in krumme Linien übergehen. 

Weiter ist sie auch für eine grosse Anzahl anderer 
Körper giltig. 

F. lieber den Inhalt 
der Parallelschnitte eines Prismatoids. 

Satz: 

Der Inhalt J eines Parallelschnittes 
im Abstand z von der Grundfläche G ist 
von der Form : 
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J=G + az + bz% 
wo a und b bestimmte Zahlen sind. 

Beweis: Man projiciere die Grundfläche Gj, den 
Parallelschnitt und die Seitenkanten auf die Grund- 
fläche G. Die Grundfläche Gr^ und der Parallelschnitt 
projicieren sich dann in wahrer Grösse. Die Seiten 



Figur 37. 

des letzteren teilen eine Anzahl von Dreiecken in 
Dreiecke und Trapeze. Zieht man von der Grund- 
fläche G gewisse dieser Dreiecke und Trapeze ab, so 
erhält man den Flächeninhalt des Parallelschnittes. 

Dasjenige Dreieck, in welchem ein Dreieck in 
Abzug kommt, werde mit Jj bezeichnet; es ist dann 
der Inhalt \ des in Abzug kommenden Dreiecks bestimmt 
durch die Proportion : 

ij : Jj =z": h*, woraus folgt : 






'1 ~" h« • 

Dasjenige Dreieck, für welches ein abzuziehendes Tra- 
pez in Betracht kommt, habe den Inhalt Jj ; der Inhalt 
des Trapezes sei i, ; dann ist : 
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^""*^>"" h" ~ h h" * 

Wird mit J der Inhalt des Parallelschnittes im Ab- 
stand z von der Grundfläche G bezeichnet, so erhält 
man für ihn: 

J = G — (Summe aller ij— (Summe aller i,) 
z' z* 2z T 

WO 2 bedeutet „Summe aller". 

Da 2Ji und ^J, bestimmte Zahlen sind, so ist 
der Flächeninhalt J von der oben angegebenen Form. 



0. üeber die Körper, deren Eabikinlialt sieh 
mittelst der Prismatoidformel berechnen l&sst. 

Aus dem Fundamentalsatz und dem Satz in E 

folgt, dass die Kubikinhalte aller Körper nach der 

Prismatoidformel berechnet werden können, deren 

Parallelschnitte einen Inhalt von der Form: 

J=a+i9z + yz" 
haben. 

Mittelst der höheren Mathematik kann nach- 
gewiesen werden, dass J von der Form sein darf: 

J=a-|-/?z+yZ* + ^z'. 

Diese Eigenschaft haben z. B. die Körper, welche 
durch Umdrehung eines Kreises um einen Durchmesser, 
durch Umdrehung einer Ellipse, einer Hyperbel, einer 
Parabel um eine ihrer Achse entstehen (Kugel, Um- 
drehungs-Ellipsoid, Umdrehungs-Hyperboloid und -Para- 
boloid). Natürlich gilt die Prismatoidformel nur für 
den Kubikinhalt zwischen zwei parallelen Ebenen. Von 
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den krummflächigen Körpern sind weiter zu nennen 
diejenigen mit abvdckelbarer Oberfläche und diejenigen^ 
deren krumme Oberfläche eine Begelfläche ist. 

Anmerkung : Es giebt noch unendlich viele andere 
Gattungen von Körpern, bei welchen sich die Prisma- 
toidformel anwenden lässt. 



U. Einige Anwendungen der PrismatoidformeL 

a) Berechnung des Kubikinhaltes des gewöhnlichen, 
abgestumpften Kreiskegels: 

Werden die B»adien der Grundkreise mit r und r^ 
bezeichnet; die Höhe mit h, so ist : 

G=r"^, Gj = rj«;r; 4M = (r+rj»;^ und der Kubik- 
inhalt J des Körpers : 

b) Berechnung des Kubikinhaltes J der abge- 
stumpften Pyramide. 

Bei ihr sind die Grundflächen und der Mittel- 
schnitt ähnliche Vielecke. Sind G und G^ die Inhalte 
der beiden Grundflächen und M der des Mittelschnittes, 
so kann man daher setzen: 

^^ a' + 2aa,+a,* ^ G+G.+gygg; 
4 4 

Es wird daher: 



J=^(ö + G.+|/G^). 



c) Berechnung des Kubikinhaltes einer Kugel 
mit dem Radius r. 

Glaser, Stereometrie. 7 
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Die Grundflächen liegen hier in zwei parallelen 
Berührungsebenen; sie schrumpfen zu einem Punkt 
zusammen. Der Mittelschnitt ist hier ein Grosskreis. 
Man erhält somit: 

G = 0, G,=0, 4M = 4r«;r, h=2r, 

4r*ir 

Kubikinhalt J = — 5 — . 

o 

d) Berechnung des Kubikinhaltes J einer oylin- 
drisch ausgebohrten Kugel mit dem Radius r 
und der halben lichten Weite d. 

Die beiden Grundflächen sind hier Kreis 1 in ien^ 
der Mittelschnitt ein Kreisring. Die halbe Höhe des 
Körpers ist gleich )/ r* — d* ; man erhält Bo: 

G=Gj=0; 4M = 4«(r« — d*). 

J=^ (r^-d*) /?=d"*. 

e) Berechnung des Kubikinhaltes eines schief 
abgeschnittenen dreiseitigen Prismas, dessen 
Seitenkanten die Länge a, b und c haben und dessen 
senkrechter Querschnitt den Inhalt Q besitzt^ 

Man kann hier die eine Seitenfläche als die eine 
Grundfläche und die gegenüberliegende Seitenkante alft 
die andere Grundfläche eines Prismatoids ansehen« 
Bezeichnet man die Höhe dieser Grundfläche mit H 
und den Abstand der Kante c von der Grundfläche 
mit h, so ist: 

G=-^^H, G,=o, Hh = 2Q, 

, ,^ ■ a + b + 2c H , , , , H 

^^ ^ 2.2 • -T"=(^ + ^ + ^^^~2^' 
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J = -e-(a+b + c)H = Q 



a-f-b+ 



Unter dem Schwerpunkt einer Dreiecksfläche ver- 
steht man den Schnittpunkt der drei Transversalen 
nach den Mitten der Seiten. Die drei Transversalen 
werden bekanntlich durch den Schwerpunkt im Ver- 
hältnis 1 : 2 geteilt (Figur 38). 




Figur 88. 

Verbindet man nun die Schwerpunkte der beiden 
Dreiecksflächen mit einander, so ist die Verbindungs- 
gerade parallel zu den Seitenkanten. Die Länge s 
dieser Strecke selbst ist: 



-'+''+(a-^^ 



s = 



a + b + c 



2 ' ^^ 2 

Man erhält somit: 

J=Q8, d. h. der Kubikinhalt eines schief abgeschnit- 
tenen dreiseitigen Prismas ist gleich dem Produkt aus dem 
senkrechten Querschnitt des Prismas und dem Abstand 
der Schwerpunkte der beiden Dreiecksflächen. >*-l l 
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f) Berechnung des Kubikinhaltes eines s chief- 
abgeschnittenen vierseitigen Prismas. 

Ein solches Prisma lässt sich in zwei dreiseitige 
Prismen mit den Querschnitten Qj und Q, und den 
Schwerpunktsabständen s^ und s, zerlegen. 

Der Inhalt J des Prismas ist dann : 

J= Ol 81 + 0282- 
Es giebt nun jedenfalls eine Strecke s, die parallel 

den Seitenkanten des Prismas ist und die Eigenschaft 

hat, dass: J = Qs wird, wo Q der Inhalt des ganzen 

Querschnittes ist. Ein Prisma aber lässt sich auf 

zwei Arten in zwei dreiseitige zerlegen.. 

Man erhält so: 

J=Q,s,+Q,s,=Q3S3+Q,s, = Qs. 

Weil der Kubikinhalt des Prismas sich nicht ändert, 
wenn man es derart abändert, dass die schiefen Mächen 
durch beliebige andere ersetzt werden, deren Ebenen 
durch die Verbindungsgeraden der Endpunkte von s^ 
und Sg oder von S3 und s^ gehen, so schliesst man, dass 
die Gerade s sowohl in der Ebene von s^ und s,, als 
auch in der von s, und s^ liegen muss und hieraus^ dass 
s die Schwerpunkte der beiden Vierecksflächen mit ein- 
ander verbindet. 

Der Inhalt eines schief abgeschnittenen vierseitigen 
Prismas ist somit gleich dem Produkt aus dem senk- 
rechten Querschnitt und dem Abstand der Schwer- 
punkte der beiden Vierecksflächen. 

Dieser Satz lässt sich auch auf mehrseitige Pris- 
men ausdehnen und lautet dann: 

Der Inhalt eines schief abgeschnittenen 
Trismas oder Gylinders ist gleich dem Pro- 
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dukt aus dem senkrechten Querschntt und 
aus dem Abstand der Schwerpunkte der 
beiden schiefen Flächen, die das Prisma oder 
den Cylinder abschliessen. 



I. lieber die Oberfläche Ton Körpern. 

a. Das Prisma und der Cylinder. 

3. Der Mantel eines senkrechten Prismas 
oder Cylinders ist nach seiner Ausbreitung in die 
Ebene ein Bechteck, dessen eine Seite gleich der Höhe 
des Körpers ist und dessen andere Seite gleich dem 
Umfang der Grundfläche ist. Zu der Gesamtoberfläche 
kommen noch die beiden Grundflächen hinzu. 

Ist u der Umfang der Grundfläche G, h die Höhe 
des Prismas oder des Cylinders, so ist der Inhalt M 
des Mantels : M = U h ; der Inhalt der Oberfläche : 

O-uh + SG. 

Der Mantel eines schiefen Prismas breitet sich in 
eine Ebene in einer Reihe von Parallelogrammen aus, 
die alle eine Seite gleich haben, während die zuge- 
hörigen Höhen ungleich sind. Alle diese Höhen zu- 
sammen sind gleich dem Umfang des senkrechten 
Querschnittes. Man erhält so den Satz: 

Der Mantel eines schiefen Prismas oder 
eines schiefen Cylinders ist gleich dem Pro- 
dukt aus dem Umfang des Querschnittes und 
der Seitenkantenlänge bezw. Mantellinie. 

b. Die Pyramide* 

Ueber die Oberfläche der Pyramiden kann nichts 
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Allgemeines ausgesagt werden. Jeder einzelne Fall 
verlangt seine besondere Berechnung. 

c. Der gewöhnliche Kreiskegel. 

Breitet man den Mantel dieses Kegels in die 
Ebene aus, so erhält man einen Kreisausschnitt. Ist 
r der Radius des Grundkreises, h die Höhe und m 
die Mantellinie des Kegels, so ist der Inhalt M des 
Mantels : 

M = — = r :^ m = r yp |/ r^ -|- h*- 

(Der Inhalt des Kreissektors ist gleich dem Produkt 
aus dem Bogen und dem Radius dividiert mit zwei.) 

Um die ganze Oberfläche zu erhalten^ hat man zum 
Mantel noch die Grundfläche mit r*;r zu addieren. 

d. Der abgestumpfte Kegel. 

Die Ausbreitungsfigur des Mantels dieses Körpers 
ist ein Elreisringausschnitt. Der Inhalt eines solchen 
wird berechnet, indem man den mittleren Bogen mit der 
Dicke des Ringes multipliziert. Sind die Radien der 
beiden Grundkreise gleich r^ und r,, die Mantellinie 
gleich m, die Höhe gleich h, so ist der mittlere Bogen 
gleich (r^ +j) tt, und weil die Dicke des Ringes gleich 
m ist, so erhält man für den Mantel M des ab- 
gestumpften Kegels: 

M = (n '\-ri)7tm. 

Zwischen h,rj,r, und m besteht noch die Be- 
Ziehung: ^. h'+(r.-r.r. 

Ein abgestumpfter Kegel entsteht durch Drehung 
eines Trapezes mit zwei rechten Winkeln, die an der 
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Drehachse liegen. Errichtet man nun auf dem Schenkel, 
welcher den Mantel erzeugt und gleich der Mantel- 
linie des Kegels ist) das Mittellot p bis zum Schnitt 
mit der Achse und zieht durch die Mitte des Schenkels 
die Parallele zu den Grundlinien bis zum Schnitt mit 



H^ 


\ 


>^ 


\ 



fMgur 39. 

der Achse; fallt man ferner vom Endpunkt des 
Schenkels auf die grössere Grundlinie das Lot, so er- 
halt man zwei ähnliche rechtwinkelige Dreiecke. Für 
diese besteht dann die Proportion (Figur 39): 



Tt+r, 



: p = h : m, voraus folgt ; 



(rj+rj)m=2ph. 
Dieses Resultat ergiebt eine neue Formel für den 
Mantel M eines abgestumpften Kegels, nämlich: 

"Will man die ganze Oberfläche des Körpers er- 
halten, so hat man zu M noch die Grundkreise mit 
x^ n und T^ n zu addieren, 

e. Die Engel. 

Satz: 
Die krumme Oberfläche einer Kugel 
mit dem Radius r, welche zwischen zwei 
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Parallelkreisen mit dem Abstand h liegt, ist: 

Die Oberfläche der Kugel zwischen zwei unend- 
lich nahen Parallelkreisen nämlich kann als der Mantel 
eines abgestumpften Kegels angesehen werden. Es 
wird dann das p in Nr. d gleich dem Radius r der 
Kugel. Bezeichnet man nun den unendlich kleinen 
Flächenstreifen mit f und den unendlich kleinen 
Abstand der unendlich nahen Parallelkreise mit d^ 

so wird: 

f = 2r»d. 

Man denkt sich nun die ganze Oberfläche der 
Kugel zwischen zwei Parallelkreisen mit endlichem 
Abstand h in lauter hintereinander folgende unend- 
lich kleine Streifen f zerlegt. Dann ist die Oberfläche 
gleich der Summe aller 2 r tf d , in einer Formel 

ausgedrückt: 

= -^2r;rd. 

Da 2 r ;r für alle Streifen denselben Wert hat, kann 

man schreiben: 

= 2Tn2d = 2T7th, da -Sd = h ist. 

Für die Oberfläche der Vollkugel ist h = 2r; 

folglich ist der Flächeninhalt F der Oberfläche einer 

ganzen Kugel: 

F==2r/r. 2rr=4r";r. 

f. Satz. 

DerMantel eines schief abgeschnittenen 
senkrechten Prismas oder Cylinders ist 
gleich dem Produkt aus dem Umfang der 
Grrundfläche und dem Lot, das im Schwer- 
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punkt dieses TJmfanges auf der Grundfläche 
bis zum Schnitt mit der schiefen Fläche 
errichtet ist. 

Beweis. Die Seitenflächen des schief abgeschnittenen 
Prismas sind Trapeze, deren Höhen mit h^, h,, h, 
u. s. f. und deren Mittellinien mit m^, m,, m, u. s. f. 
bezeichnet sein sollen. Die Höhen sind zugleich die 
Seiten der Grundfläche. 

Der Inhalt M des Mantels des schief abgeschnittenen 
Prismas ist dann: 

M = hj m^ + h, nij + h, m, u. s. f. 

Man lege nun durch die Mittellinie m^ und m, 
eine Ebene. Diese schneidet das Prisma nach einem 



fti', 



t^tt 


^•^Tm 




JVii 


(h,) 


(h.) 



m, 



Figur 40. 

Trapez (Figur 40). Man bestimme femer den Schwerpunkt 
der Seiten h^ und h„ indem man die Verbindungslinie 
ihrer Mitten im Verhältnis h, : h^, teilt und errichte im 
Schwerpunkt das Lot bis zum Schnitt mit der schiefen 
Ebene. Dieses Lot; das mit M^ bezeichnet sei, liegt 
dann in der Ebene des genannten Trapezes. Für dieses 
Trapez gilt dann folgende Proportion: 
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woraus folgt: 

Mj (h, + h,) = nij hj + m, h,. 
Ganz in derselben Weise kann man jetzt 
Mj (hj + \) mit m, hg zu M, (h^ + h, + \) vereinigen, 
wo M, das Lot auf der Grundflache im Schwerpunkt von 
(h.^ -|- h,) und hj ist. Fährt man in dieser "Weise fort, 
so erhält man schliesslich für den Inhalt M des 
Mantels des schief abgeschnittenen Prismas folgenden 
Ausdruk : 

M=Mn(hj+h, + h3 4- ) = Mnu. 

Hier bedeutet u den Umfang der Grundfläche und 
Mn das Lot, das im Schwerpunkt dieses XJmfanges 
auf der Grundfläche senkrecht steht und bis zum 
Schnitt mit der schiefen Ebene geht. 

Da der Satz für ein beliebiges n-seitiges Prisma gilt, 
so gut er auch für den schief abgeschnittenen Cylinder. 

Der oben ausgesprochene Satz kann noch etwas 
erweitert werden. Jedes beliebige schief abgeschnittene 
Prisma zerfällt nämlich durch einen beliebigen Quer- 
schnitt in zwei schief abgeschnittene senkrechte Prismen, 
die eben diesen Querschnitt zur Grundfläche haben. 
Durch diese üeberlegung gelangt man zu dem er- 
weiterten Satz : 

Der Mantel eines schief abgeschnittenen 
Prismas oder Cylinders ist gleich dem Pro- 
dukt aus dem Umfang des Querschnittes 
und dem Lot, das im Schwerpunkt dieses 
Uinfanges auf dem Querschnitt bis zum 
Schnitt mit den beiden schiefen Flächen 
errichtet ist. 
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K. Die Galdin'sehe Regel. 

Die Guldin'sche Begel lautet: 

Dreht sich eine ebene Figur um eine 
in ihrer Ebene liegende Achse, so wird 
ein TJmdrehungskörper erzeugt, der neben 
anderen Eigenschaften folgende besitzt: 

a) Der Kubikinhalt des Umdrehungs- 
körpers ist gleich dem Produkt aus der 
Fläche der erzeugenden Figur und dem 
'Weg des Schwerpunktes der Fläche, den 
dieser bei der Drehung zurückgelegt hat. 

b) Die Oberfläche des Umdrehungs- 
körpers ist gleich dem Produkt aus dem 
Umfang der erzeugenden Figur und dem 
Weg des Schwerpunktes desUmfanges der Fi- 
gur, den der Schwerpunkt bei der Drehung 
zurückgelegt hat. 

Der Beweis der beiden ausgesprochenen Sätze 
gründet sich auf die Sätze in H, f und I f. 

Man denke sich nämlich den Umdrehungskörper 
durch Ebenen, welche durch die Drehachse gehen, in 
unendlich kleine Stücke geteilt. Diese unendlich kleinen 
Stücke sind dann auch unendlich kleine schief ab- 
geschnittene senkrechte Prismen oder Cylinder, was 
aus dem Satz folgt: Die Verbindungslinie zweier auf- 
einander folgender Punkte eines Kreises, d. h. die 
Tangente in einem Punkt steht auf dem Kadius des 
Kreises nach diesem Punkt senkrecht. 

Die beiden Wege, welche der Schwerpunkt der 
Fläche und des Umfanges der Figur bei der Er- 
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Zeugung eines unendlich kleinen Stückes zurückgelegt 
hat^ fallen aber mit den Loten in diesen Punkten 
zusammen^ die auf der Fläche bis zum Schnitt mit 
der unendlich nahen, nächstfolgenden Fläche errichtet 
werden. 

Nach H, f und I, f gilt somit die Guldin'sche 
Regel für die bezeichneten unendlich kleinen Stücke 
des Körpers und somit auch für einen endlichen 
Teil oder den ganzen Körper. 

Die Guldin'sche Regel erstreckt sich nicht nur 
auf die TJmdrehungskörper, sondern auch auf eine 
weitere Gattung von Körpern. Es sind dies die 
Körper, deren Oberflächen sogenannte Kanalflächen 
sind. Diese Körper werden erzeugt, indem sich eine 
ebene Figur derart im Raum fortbewegt^ dass die 
Ebene der Figur immer in demselben Funkt der 
Figur auf der Fortschreitungsrichtung, d. h. auf der 
Tangente einer beliebigen Linie im Raum senkrecht 
steht. 

Dies ist bei den Umdrehungskörpem der Fall. 
Die eben genannte Linie ist hier ein Kreis. Die 
Umdrehungskörper gehören somit zu der genannten 
ausgedehnteren Klasse von Körpern. 



L. Aufgaben fiber Bereehnangen an Korpern. 

a. Das Prisma und der Cjlinder. 

1. Welchen Kubikinhalt J hat ein Quader mit 
den Kanten 30 cm, 20 cm, 15 cm? Wie gross ist 
seine Oberfläche und seine Diagonale d? 
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Antwort: J = 30. 20. 15. ccm = 9000 ccm. 
= 2 (30. 20. + 30. 15 + 20. 15) = 2700 qcm. 
d = V30"+20"+12 = 39,051 cm. 

2. Ein Behälter mit quadratischem Boden (Quadrat- 
seite gleich 80 cm) kann 768 1 fassen. Wie tief ist der 

Behälter ? 

^ ^ _^ 768 768 ^„^ 
Antwort:-^!- =-^-i- = 12 dm = 1,2 m. 
o d4 

3. Ein Graben von 80 m Länge und 1^5 m Tiefe 

ist oben 3 m, unten 1,2 m. breit. Wie viel Erdmasse 

war auszugraben ? 

3 + 12 

Antwort: -— ^ 1,5 . 80cbm = 252 cbm. 

jd 

4. Eine Säule, deren Querschnitt ein reguläres 
Sechseck mit der Seite 20 cm ist, ist 3,8 m hoch. 
Wie viel wiegt die Säule, wenn ihr specifisches Ge- 
wicht 0,9 ist, und wie gross ist ihr Mantel M.? 

Antwort: Ihr Gewicht G ist: G= ^V' ^ 38. 0.9 kg. 

M = 0, 2. 3, 8. 6 qm» 

5. Eine cylindrische Säule hat einen Durchmesser 

von 30 cm und ist 2,8 m hoch. Wie gross ist ihr 

Inhalt J und ihr Mantel M ? 

o 3' 
Antwort: J = -^ n . 2,8 cbm. 

4 

M = 0,3 ^ . 2,8 qm. 

6. Ein quadratischer Turm mit der Quadratseite 
6 m ist 32 m hoch und hat 1,5 m starke Mauern. 
Welches ist der Kubikinhalt J des Turmes ? 

Wie viele Backsteine waren zum Aufbau notwendig 
(400 Stück = 1 cbm)? 
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Wie gross ist die äuasere und innere Patzfläche 
Pa und Fi? 

Antwort: J=:(6'— 3') 32 cbm. 

F a = 6 . 4 . 32 qm, F i = 3 . 4 . 32 qm. 

7. Eine cylindrische Kohtsänle hat einen Durch- 
messer von 36 cm, eine Höhe von 4,2 m und eine Wand- 
stärke von 3,5 cm. Wie viel wiegt die Säule (specifisches 
Gewicht = 7,3)? Wie gross ist ihre äussere und innere 
krumme Oberfläche Ma und Mi? 

Antwort: Ihr Gewicht ist: (1,8*— 1,45') ^.4 2. 7,3kg. 
Ma = 0,36 . » . 4,2 qm; Mi = 0,29 w .4,2 qm. 

8. Ein Quader aus Holz (specifisches Gewicht 0,6) 
mit den Kanten 40 cm, 30 cm. 10 cm wird mit seiner 
grössten Fläche auf Wasser gelegt und mit 2,4 kg be- 
schwert. Bis zu welcher Tiefe sinkt der Quader? 

Anleitung: Sie ist bestimmt durch die Gleichung : 
4 . 3 . X = 4 . 3 . 1 . 0,6 + 2,4 ; x = 0,8 dm = 8 cm. 

9. Ein Kreiscylinder aus Holz mit dem Durch- 
messer 56 cm und der Höhe 1,2 m sinkt mit der Grund- 
fläche auf Wasser gelegt und mit 45 kg beschwert 
0,9 m ein. Welches ist das speciflsche Gewicht & des 
Holzes? Wie gross ist die benetzte Fläche M des 
Cy linders ? 

Antwort: s wird erhalten aus: 

2,8'^.9 = 2,8';r.l2.s+45. 
M = 0,56 ». 0,9 qm. 

10. Eine Kiste aus Holz (specifisches Gewicht 0,7) 
hat im Lichten eine Tiefe von 2 m, einen Boden mit 
den Kanten 5 m und 4 m und eine Bretterdicke von 
3,5 cm. 1,6 m tief sinkt die Eliste, die keinen Deckel 
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hat, in Wasser ein. Wieviel Kilogramm Belastung B be- 
finden sich in ihr? 

Antwort: B bestimmt sich aus: 
(20,7 . 50,7 . 40,7 — 20 . 50. 40) 0,7 + B = 50 . 40 . 16. 

11. Aus einem cylindrischen Balken mit dem Durch- 
messer 0,8 m und der Länge 3,5 m soll ein möglichst 
grosser quadratischer Balken ausgehauen werden. Welches 
ist der Kubikinhalt J des Balkens und der der Abfälle? 

Antwort : J = (0,4* + 0,4») 3,5 cbm. 
Abfälle = (0,4* ^ — J) cbm. 

12. Ein quadratischer Turm (Quadratseite 9,5 m) 
hat eine Höhe von 32 m, eine Mauerstärke von 1,5 m 
und 8 gleiche Fensteröffnungen von der Breite 2 m und 
der Höhe 4 m. 

Die Oeffnungen sind oben halbkreisförmig (Tonnen- 
gewölbe). Wie viel Backsteine waren notwendig 
(1 cbm = 400 Stück)? Wie gross sind die äusseren 
und inneren Putzflächen? 

Antwort : Die Anzahl der Backsteine ist : 



(9,5' — 6,5») 32 — [2 . 3 + ^^] 1,5 . 8 



:400; 



die äussere Putzfläche: 



9,5.4.32-^2.3 + ^-^)8 Iqm, 



die innere: 



6,5.4.32—^2.3+^^)8 Iqm. 

13. Die Kanten eines Quaders verhalten sich wie 
3:5:7. Der Inhalt des Körpers ist 2835 cbm. Wie 
gross sind die Kanten und die Oberfläche ? 



112 Berechnungen von Körpern und Flächen. 

Anleitang: Sind die Kauten 3x, 5x, 7 x, so ist: 
= 142x» und 105x» = 2835, x»f=27; x = 3m u. s. w. 

14. Die Kanten eines Quaders verhalten sich wie 
3:4:7; seine Oberfläche beträgt 1;098 qm. Wie gross 
ist sein Inhalt? 

15. Die Kanten eines Quaders verhalten sich wie 
3:4: 12; seine Diagonale ist 6,5 m lang. Wie gross 
ist sein Inhalt J und seine Oberfläche 0? 

Anleitung: Sind die Kanten 3x, 4x, 12 x m 
lang, so ist: 9x«+16x* + 144x* = 6,5*. 

J=144x* cbm, = 192x" qm. 

16. Ein Würfel aus Blei (specifisches Gewicht 11,35) 

wiegt 32 kg. Wie gross ist sein Inhalt J, seine Kante x 

und seine Oberfläche 0? 

32 
Anleitung: J = jzr-^ cdm] = 6x'qdm; 

X». 11,35 = 32 u. 8. w. 

17. Aus dem Würfel der vorigen Aufgabe soll ein 
Kreiscylinder gegossen werden , dessen Durchmesser 
gleich der Höhe ist. Welches ist die Länge x der 
letzteren ? 

Antwort: Die Länge x bestimmt sich aus: 

a 3y 

;r.x. 11,35 = 32; x 



.,7 32.4 
y 11,35»' 



4 

18. Ein cylindrischer Behälter soll 200 1 fassen 
können und seine Höhe gleich dem dreifachen Badius 
des Bodens sein. Wie lang sind diese und wieviel 
Blech ist notwendig? 

Anleitung: Ist der Radius des Bodens xdm 
lang, so ist : 
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x«/r.3x = 200, x= y-^ 



-,/200 



das notwendige Blech: 

(x" ^ + 2 X w . 3 x) qdm = 7 x';r qdm. 

19. B^r Mantel eines Cylinders ist 25 qm und 
seine Höhe gleich dem Durchmesser. Wie gross sind 
diese und sein Inhalt? 

20. Es soll die Wandstärke einer gusseisernen 
cylindrischen Säule (specifisches Gewicht 7,5) berechnet 
werden, deren Umfang 90 cm, deren Höhe 3^6 m und 
deren G-ewicht 650 kg ist. (Man bezeichne den innem, 
lichten S.adius mit xdm.) 

21. Ein rechteckiger Qang von der Länge 12 m^ 
von der Breite 3,5 m und der Höhe 7,5 m hat 1 m 
starke Mauern und ist mit einem Gewölbe abgedeckt, das 
im Lichten 0)7 m hoch ist und überall 0,5 m dick ist. 
Welches ist der Kubikinhalt J des Mauerwerks? 

Auflösung. Kommt es nicht auf sehr grosse Ge- 
nauigkeit an, so kann der Inhalt eines Kreissegmentes 
berechnet werden, wie derjenige eines Parabelsegments; 

2 

der letztere ist -^-mal Sehne mal Höhe. Man bekommt so : 

o 



J = 



1. 7,5. 12. 2 + -^(4,8. 1,2 — 3, 5. 0,7) 12 |cbm; 

die grössere in Betracht kommende Sehne ist gleich 
4,8 m. 

b. Die Pyramide und der Kegel. 

1. In einer regulären quadratischen Pyramide sind 
die Grundkanten 2,5 m und die Höhe 1,8 m lang. 
Wie gross ist ihr Inhalt J und ihr Mantel M ? 

Glaser, Stereometrie. 8 
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Antwort : J = — — ^ cbm ; 

o 

M = (1,25 1^1,25'*+ 1,8*) 4 qm. 

2. In einer quadratischen Pyramide messen die 
Grund- und Seitenkanten 60 cm. Wie gross ist ihr 
Inhalt J und ihre Oberfläche 0? 

A + . T 60'.]/l8ÖÖ" 

Antwort : J = ^ com ; 

o 

M=(60*+?5^.4J = 60'(1 + K3)qcm. 

3. Ein 8 m hohes Kirchturmdach, dessen G-rund- 
riss ein reguläres Sechseck mit der Seitenlänge 1,2 m 
ist, soll mit Zinkblech bedeckt werden. Wieviel Quadrat- 
meter Zinkblech sind notwendig und wieviel Kubik- 
meter überdeckt das Dach? 

4. Eine reguläre achtseitige Pyramide hat Grund- 
kanten von der Länge 1,5 m und Seitenkanten von 
der Länge 6 m. Wie gross ist ihr Mantel und ihr 
Inhalt ? 

Anleitung: Die Kadien der der Grundfläche um- 
und einbeschriebenen Kreise berechne man trigono- 
metrisch. 

Werden diese mit r und g bezeichnet, die Höhe 
der Pyramide mit h und die Höhe der Seitenflächen 
mit H, so ist: 

h = YÖ^^^; H = )/hM=7' u. 8. w. 

5. Ein Kreiskegel hat eine Höhe von 12 cm; der 
Hadius seines Grundkreises ist 5 cm lang. Wie gross 
ist der Inhalt J und der Mantel M des Kegels? 

5' TT 

Antwort: J = -^12ccm, M = (5 . tp K5' + I2*)qcm. 
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6. Die Mantellinie eines Kreiskegela misst 10 cm, 
der Badius seines Grandkreises 6 cm. Welches ist 
seine Höhe h, sein Inhalt J und sein Mantel M? 

Antwort: h = yiO" — 6* cm = 8 cm; J = — ^ ocm. 

o 

M = 6^ . 10qcm = 60^qcm. 

7. Ein Kreissektor mit dem Radius 12 cm und dem 
Centriwinkel 240** ist der Mantel eines Kreiskegels. 

Wie gross ist der Kadius r seines Grundkreises, 
seine Höhe h und sein Inhalt J? 

2. 12^.240 



Anleitung: Es ist: 2r;r = 



h = yl2« — r*; J = 



360 
r'^h 



3 

8. Ein Kreiskegel hat einen Kubikinhalt von 2,5 cbm. 
Die Höhe des Kegels ist 1 V^mal so gross als der Radius 
der Grundfläche. Wie gross sind dieser Radius, die 
Höhe h und der Mantel M des Kegels? 

Anleitung: Ist der Radius des Grundkreises 
2 X m lang, so ist h = 3 x, folglich: 

^^^-J^ = 2,5; M = 2x;rV4x''+9x' = 2x'«J^i3: 

9. Ein Kreiskegel wiegt 12,5 kg (speciflsches Ge- 
wicht 3,2) und ist 30 cm hoch. 

Wie gross ist der Radius r des Grundkreises, der 
Inhalt J und der Mantel M des Kegels? 

Anleitung: Es ist J. 3^2 = 12,5 (J in cdm); 
5 — '— = 12,5 (r in dm); 



M = r;ryr« + 3* (M in qdm). 
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10. Die Höhe eines Kreiskegels ist h, der Badias 
des Grundkreises r, sein specifisches Gewicht s (s< 1). 

Wie tief sinkt er in Wasser ein; a) wenn er mit 
seiner Spitze ins Wasser taucht, h) mit seiner Grund- 
fläche? 

Auflösung, a) Die Tiefe sei x, dann ist der E^dius 

r X 
des Grundkreises des verdrängten Wasserkegels -r— ; 

r' x' 7t X 
der Inhalt dieses Kegels somit : — -^r-^ — . Der Kegel 

o n 

r' ;r h . s 
seihst hat das Gewicht ^ . Es ist daher; 

r*;rx' r*»hs 8^-__ s^— 

h) Im zweiten Fall hahe der hervorragende Kegel 

die Höhe x. Die verdrängte Wassermasse hat dann 

r'wh r'^rx' 
den Inhalt — « ^ »2 ; es ist daher: 

r';rh r' tt x' r*?rh.s 3- 

-3 3F- = 3~' ^ = hp^^ 

und die gesuchte Tiefe: 

h — h ^TTi:^ = h [ 1 — ^Tz:b) • 

c« Die Prismatoide. 

1. In einer ahgestumpften regulären quadratischen 
Pyramide mit der Höhe 3^2 m messen die Grundkanten 
1,2 m und 0,9 m. Wie gross ist ihr Kubikinhalt und 
wie gross die vier Seitenflächen M? 

Auflösung. G = 1,2*; G^ = 0,9' . 4 M = 2,1' 

J = -^ (1,2' + 0,9' + 2,1') cbm. 
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M 



=( 



1,2 + 0,9 



V3,2» + 0,15")4qm. 



2. Die Grundflächen eines 3 m hohen Prismatoids 
sind Kechtecke, bei welchen die grösseren Seiten parallel 
sind. Die Seiten der einen Grundfläche messen 9 qm 
und 6 m, diejenigen des kleineren 6 m und 3 m. Ist 
das Prismatoid eine abgestumpfte Pyramide oder nicht? 
Wie gross ist der Kubikinhalt J des Körpers? 




ßm. 



3m. 
Figur 41. 

Auflösung. Der Körper ist keine abgestumpfte 
Pyramide, weil die beiden Grundflächen keine ähnlichen 
Rechtecke sind (Figur 41). 

G = 9.6 = 54qm5 Gj=6.3 = 18qm 
4M= 15.9 = 135 qm. 

J = A (54 + 18 + 135) = 103,5 cbm. 

Will man die Seitenflächen des Körpers berechnen, 
so lege man durch ihn zwei Querschnitte senkrecht zu 
den Grundkanten» Die beiden Querschnitte sind Tra- 
peze und die Schenkel dieser Trapeze die Höhen der 
Seitenflächen u. s. w. 

3. Ein 4 m hohes Prismatoid hat rechteckige Grund- 
flachen mit den Seiten 12 m, 8 m und 9 m, 6 m. Die 
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grösseren Seiten des einen Bechtecks sind den grösseren 
des anderen parallel. Ist das Prismatoid eine abge- 
stumpfte Pyramide oder nicht ? Welches ist der Kubik- 
inhalt des Körpers? 

Auflösung. Der Körper ist eine abgestumpfte 
Pyramide, weil 12 : 8 = 9 : 6. 

G = 96; Gl =54; 4M = 21. 14 = 294. 

J = A (96 + 54 + 294) = 296 cbm. 

4. In einer abgestumpften regulären sechsseitigen 
Pyramide messen die Grundkanten 2,5 m und 1,2 m, 
die Höhe 8 m. Welches ist der Inhalt des Körpers ? 

Auflösung. Der Inhalt eines regulären Sechsecks 
mit der Seite a ist — ^—, folglich ist : 

^_ 3. 2,5*^3 r, __ 3.1,2'y3 .^^hNIlK 

J=-|-.-^(2,5«+l,2« + 3,7')cbm. 

5. Ein 30 cm tiefes Gefäss aus Blech hat die Ge- 
stalt eines abgestumpften Kreiskegels, bei welchem die 
Radien der Grundkreise 20 cm und 14 cm messen. 
Welches ist der Inhalt des Gefässes und wieviel Blech 
war zu seiner Herstellung notwendig? 

Auflösung. G = 2* ;r, Gj = 1,4' ^, 4 M = 3,4* n. 

J = ^ (2*+ 1,4« +3,4«) 

= [(20+14) n V30" + ö'* + 14'^]qcm. 

6. Ein rechteckiger Grundriss mit den Seiten 16 m 
und 10 ni \%i mit einem Walmdach überdeckt, dessen 
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vier Dachläufen alle die gleiche Neigung von 45^ gegen 
den Horizont haben. Welchen Kubikinhalt J schliessen 
die Dächer ein und wie gross sind die Dachflächen 
(Figur 42)? 



16 ni 




10 m 



Figur 42. 

Auflösung. G = 160, Qi=0;4M = 220, h = 5. 

J = -|-(160+220) = 316 -|-cbm. 

= [f-^y5-^)2+(M^)2'|,.. 

7. Zwei Erdeinschnitte in horizontalem Gelände 
sind 3 m tief und kreuzen sich unter rechtem Winkel. 
Die oberen Ränder haben eine Entfernung von 15 m. 
Die Erdmassen böschen sich unter 45^ ab. Wieviel 
Erdmasse war auf den mittleren 40 m auszuschachten 
(Figur 43)? 

Auflösung. Die beiden Grundflächen sind kreuz- 
förmige Figuren^ es ist: 

G = 2.15.40 — I5» = 975qm; G, =2.9.40 — 9' 
= 639qm; 4M=4(2.12.40 — 12*) = 3264qm. 

J = ^ (975 + 639 + 3264) = 2439 cbm. 

8. Auf einen Damm, der 4 m über dem horizon- 
talen Gelände liegt, soll eine 6 m breite Strasse geführt 
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^ 



Vi 



Figur 48. 



Figur 44. 
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werden mit 10% Steignng. Sämtliche Böschungen 
haben gegen den Horizont eine Steigung von 45°. Wie 
viel Erdmasse ist aufzuschütten (Figur 44)? 

13 2-1-6 

Auflösung. G = -^ . 36=345,6 qm, G,=0; 

4M = 4/^^Y^.18W561,6 qm, 

J = i- (345,6-1-561,6)= 605 cbm. 

9. Ein 1,2 m tiefes Fahrzeug hat einen rechteckigen 
Boden mit den Seitenlängen 7 m und 3 m, während 
die oberen Bender 8 m und 3,8 m lang sind. Wie gross 
darf seine Belastung sein, wenn das Eigengewicht 
1500 kg beträgt, und wenn es 30 cm aus dem Wasser 
hervorragen soll? 

Auflösung. Der Schnitt des Wasserspiegels mit 
dem Fahrzeug ist ein Bicchteck mit den Seiten 7,75 m 
und 3,6 m. Für die verdrängte Wassermasse J ist 
somit: G = 7.3 = 21qm, G^ = 7,75 . 3,6 = 27,9 qm ; 

4 M= 14,75. 6,6 = 97,35. 

J = ^ (27,9 + 2H- 97,35) cbm = 21,938 cbm. 

Die Belastung in Tonnen ist somit: 
21,938 — 1,5 = 20,438 t. 

10. Ein Gefäss aus Blech soll 250 1 fassen und die 
Form eines abgestumpften Kreiskegels besitzen. Die 
Tiefe, der Durchmesser des Bodens und die obere Weite 
des Gefässes sollen sich verhalten wie 7:6: 10. Welches 
sind die Abmessungen des Gefässes? 
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Auflösung. Die Tiefe des Gefässes sei 7xdm, die 
Hadien der beiden G-rundkreise 3xdm und 5xdm, 
dann ist: 

Q = 9x*n, Gj=25x«;r, 4M = 64x*;r: 

7x . i'/^TöO" 



J = -^98x 



•;f = 250; x=17 



Die Badien der Abwickelungsfigur des Mantels sind : 

xn0,5'+3* und xyi7,5» + 5'; 
der zu ihr gehörige Centriwinkel a: 

1080 . „ , 

11. Eine Kugel von Holz (specifisches Gewicht 0,8) 
hat einen Durchmesser von 25 cm. Welches ist das Ge- 
wicht G und die Oberfläche der Kugel? 

G = — ^ ^ ^— kg.O = 25*»qcm. 

12. Eine Kugel von Holz (specifisches Gewicht 0,9) 
wiegt 4 kg. Wie gross ist ihr Durchmesser und ihre 
Oberfläche ? 

13. Eine Kugel hat einen Durchmesser von 15 cm 
und wiegt 2^5 kg. Welches ist ihr specifisches Gewicht 
und ihre Oberfläche ? 

14. Eine Kugel von Holz mit dem Durchmesser 
20 cm sinkt bis zu *l^ ihres Durchmessers im Wasser 
ein. Wie gross ist das specifische Gewicht s, das Ge- 
wicht G und die benetzte Oberfläche der Kugel? 

Auflösung. Für den unter dem Wasser sich be- 
findenden Kugelteil ist: 

G = 0, G,=64/r, 4M = 384;r, h = 16; 
folglich ist: 
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^ 16.448.;» 3584;» 

Q 6 = — 3~«"- 

Weiter ist: 

4.10';» 3584;» 



s = — ^ — ; 8 = 0,896. 

O = 20;».16 = 320;»qcm. 

15* Welches ist der Inhalt einer Hohlkugel mit dem 
äusseren Durchmesser 24 cm und der Wandstärke 1 cm? 

16. Eine Hohlkugel aus Messing (speci£sches Ge- 
wicht 8,5) hat einen Durchmesser von 16 cm und sinkt 
im Wasser 10 cm tief unter. Welches ist ihre Wand- 
stärke? 

Auflösung. Für die verdrängte Wassermasse ist: 

h = lO, G=0, Gl =60;», 4M = 220;», 

das Gewicht G der ganzen Kugel ist somit: 

^ 10.280;» 1400;» 
G = ^ = -3— g"-- 

« 

Ist der innere Badius der Hohlkugel xcm, dann 

wird X erhalten aus der Gleichung: 

A„ 1400;» ^. 

Y(8' — x«)8,5=— 3— , x = y'478,818= 7,823 cm. 

Die Wandstärke ist somit 0,177 cm. 

17. Zwei Farallelkreise einer Kugel mit dem Hadius 
25 cm liegen auf derselben Seite vom Mittelpunkt aus 
und haben von diesem die Entfernungen 3 cm und 15 cm. 
Welches ist der Kubikinhalt und die krumme Oberfläche 
des Kugelteils? 

18. Auf einer Kugel mit dem Badius 50 cm liegt 
ein sphärisches Dreieck mit den Winkeln 60^ 80^ 100^ 
Wie gross ist seine Fläche F? 
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Auf losung. F = ^ = — ^ — qcm. 

19. Ein abgestumpfter Kreiskegel mit der Höhe h 
und den Badien E. und r, ist konisch ausgebohrt; die 
Eadien des ausgebohrten Kegels seien B^ und r^. Wie 
gross ist der Inhalt J des Körpers? 

Auflösung. G = (R» — R^ «) ;r, Gt, = (r* — r^ •) » 

4M=[(R + r)«-(R,+r,)T;.. 

J=^(R»+Rr+r»-R,«-R,r,-r,«). 

20. Eine Kugel mit dem Radius 10 cm ist cylindrisch 
ausgebohrt^ so dass die Achse des Gylinders durch den 
Mittelpunkt der Kugel geht. Die lichte Weite der Aus- 
bohrung sei gleich 12 cm. Wie gross ist der Inhalt J 

des Körpers? 

1024 ;v 
Auflösung : J = — ^ — ' ^^^* 

» 

21. Sämtlichen Parallelkreisen einer Halbkugel mit 
dem Radius r sind ähnliche Rechtecke derart ein- 
beschrieben, dass die Seiten einander parallel sind 
(Klostergewölbe). Die Seiten des Rechtecks, das im 
grössten Kreis der Halbkugel liegt, seien a und b. Wel- 
cher Kubikinhalt J wird von der erzeugten Oberfläche 
eingeschlossen ? 

Auflösung. Es ist hier G = ab, G^ ^ ; 

3ab , ^ , , ^ r.4ab 2abr 

4M = — r-.4 = 3ab, h = r, J= — ^ — = — ^-. 
4 o o 

d. Anwendungen der Guldin'schen Regel. 

1. Ein Kreis mit dem Radius r dreht sich um eine 
in seiner Ebene liegenden Geraden, während der Ab- 
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stand seines Mittelpunktes von der Achse gleich a ist 
(a>r). Wie gross ist der Inhalt J und die Ober- 
fläche des erzeugten TJmdrehungskörpers (Wulst)? 
Antwort :J = r'».2a^=2ar'^*; 
= 2rw.2a;r^4ar;r'. 

2. Dem Inhalt und die Oberfläche einer schrauben- 
förmigen £,öhre zu bestimmen. 

Auflösung. Hat ein Schraubengang die Länge 1, 
so ist für diesen: J=r*7Fl, = 2r;rl, wenn r der 
ßadius des die E.öhe erzeugenden Kreises ist. 

3. Den Schwerpunkt eines Kreisausschnittes zu be- 
stimmen. 

Anleitung. Man lasse den Ausschnitt um eine 
Achse rotieren, die durch seinen Mittelpunkt geht und 
parallel seiner Sehne ist. Bezeichnet man dann den 
Bogen des Sektors mit b; seine Sehne mit s, seinen 
Badius mit r und den Abstand des gesuchten Schwer- 
punktes von der Achse mit x, so erhält man unter An- 
wendung der Prismatoidformel und der Guldin* sehen 
Begel auf den entstehenden TJmdrehungskÖrper : 

_ 2 rs 

4. Den Schwerpunkt des Bogens eines Kreisaus- 
schnittes zu bestimmen. 

Anleitung. Man verfahre wie in 3. Man erhält 

dann 

r s 

X = 



b* 

5. Den Schwerpunkt einer halben Ellipse mit den 
Halbachsen a und b zu bestimmen. 

Auflösung. Für die Prismatoidformel ist: 
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G=0, G,=0; 4M=^4b«;r, h = 2a, J=i^^, 

«5 

wenn man die Ellipse um die Achse a dreht. Die 

Q-uldin'sche Eegel ergiebt: 

_ ab^.2x 4ab';r 
J= 2 " = ~2~' 

daher ist der Abstand x des Schwerpunktes von der 

Drehachse a: 

4b 



x = 



dn 



Hieraus geht zugleich hervor) dass die Abstände 

des Schwerpunktes einer Yiertelellipse von den Achsen 

4b 4a 

a und b bezw. -^z — und -x — sind. 
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Wie schon der Titel sagt, handelt es sich hier um 
kein streng wissenschaftliches Werk, sondern um ein 
Buch, in dem der Verfasser die Gedanken niedergelegt 
hat, mit denen sich der Mathematiker in seinen Musse- 
stunden gern beschäftigt. Es sind ungezwungene 
kritisch -historische Betrachtungen und unterhaltende 
Plaudereien über alle möglichen Probleme und Kunst- 
stücke, die in einer auch dem Laien leicht fasslichen 
Form vorgeführt, erklärt und ergänzt werden. 

Der Name des in Schulkreisen sowohl, wie in der 
wissenschaftlichen Welt rühmlichst bekannten Ver- 
fassers bürgt für einen gediegenen Inhalt, und somit 
dürfte das Buch nicht nur dem Mathematiker von 
Fach, sondern jedem, der sich nur einigermassen für 
diese Wissenschaft interessiert, ja überhaupt jedem 
denkenden, gebildeten Laien manche genussreiche 
Stunde schaffen. 

6. J. Göschen'"" Verlagsbindlung 

in LieipzigT' 



